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[bookmark: _Toc17608649][bookmark: _Toc17609296][bookmark: _Toc17610855][bookmark: _Toc17610936][bookmark: _Toc52778403][bookmark: _Toc17389704]LƯU HÀNH NỘI BỘ
Chương I. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ

Mục tiêu
 Sau khi nghiên cứu chương này, học sinh có thể:
  - Biết được các khái niệm về đạo hàm cấp hai, tính đơn điệu của hàm số, cực trị của hàm số, giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất, tiệm cận, khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số.
  - Giải được các bài tập về đạo hàm cấp hai, tính đơn điệu, cực trị, giá trị lớn nhất và nhỏ nhất, tiệm cận, khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số.
  - Xác định được đạo hàm cấp hai, các khoảng đơn điệu, tìm các điểm cực trị, tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số trên đoạn xác định
  - Xác định được các đường tiệm cận, khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
  - Say mê và yêu thích tìm hiểu các bài toán về hàm số, ứng dụng đạo hàm.
 Nhắc lại: Các công thức đạo hàm cơ bản:


      1. ;                       4. ;



      2. ;                              5.  (với v = v(x) 0)


      3. ;                       6. 
Bảng đạo hàm
	Đạo hàm của các hàm sơ cấp cơ bản


	Đạo hàm của các hàm số hợp 
u = u(x)
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BÀI 1. TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ

[bookmark: _Toc17608654][bookmark: _Toc17609301][bookmark: _Toc17610860][bookmark: _Toc17610941][bookmark: _Toc52778408]1. Tính đơn điệu của hàm số
[bookmark: bookmark9] 1.1. Nhắc lại định nghĩa

  Kí hiệu K là khoảng hoặc đoạn (nửa khoảng). Giả sử hàm số  xác định trên K. Ta nói:
· 



Hàm số  đồng biến (tăng) trên K nếu với mọi cặp  thuộc K mà thì , tức là

                                      
· 



Hàm số  nghịch biến (giảm) trên K nếu với mọi cặp  thuộc K mà  thì , tức là

                                     
 Hàm số đồng biến hoặc nghịch biến trên K được gọi chung là hàm số đơn điệu trên K.
 1.2. Tính đơn điệu và dấu của đạo hàm
 Ta thừa nhận định lí sau đây
  Định lí: Cho hàm số y =f(x) có đạo hàm trên K.
a) 
Nếu  với mọi x thuộc K thì hàm số f(x) đồng biến trên K.
b) 
Nếu  với mọi x thuộc K thì hàm số f(x) nghịch biến trên K.
[bookmark: _Toc17608655][bookmark: _Toc17609302][bookmark: _Toc17610861][bookmark: _Toc17610942][bookmark: _Toc52778409]2. Quy tắc xét tính đơn điệu của hàm số
 2.1. Quy tắc

1. Tìm tập xác định. Tính 


2. Tìm các điểm tại đó  hoặc  không xác định;
3. Sắp xếp các điểm đó theo thứ tự tăng dần và lập bảng biến thiên;
4. Nêu kết luận về các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số.
 2.2. Áp dụng
 Ví dụ 1: Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số   y = x3  3x + 1
                                      Giải
· 
TXĐ: D = .
· y' = 3x2  3.
· y' = 0  x = 1 hoặc x = 1.
· Bảng biến thiên
                          x             1        1       + 
                         y'              +    0      0    +
                        
                         y



 Hàm số nghịch biến trên khoảng  và đồng biến trên khoảng 



3. Cực trị của hàm số
[bookmark: _Toc17608657][bookmark: _Toc17609304][bookmark: _Toc17610863][bookmark: _Toc17610944][bookmark: _Toc52778411]3.1. Khái niệm cực đại, cực tiểu
 3.1.1. Định nghĩa





 Cho hàm số xác định  và liên tục trên khoảng  (có thể a là; b là và điểm .






     a) Nếu tồn tại số sao cho với mọi và thì ta nói hàm số  đạt cực đại tại .






     b) Nếu tồn tại số sao chovới mọi và thì ta nói hàm số đạt cực tiểu tại .
 Chú ý: - Điểm cực đại và cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị;
                  - Giá trị cực đại và cực tiểu được gọi chung là cực trị.
[bookmark: _Toc17608658][bookmark: _Toc17609305][bookmark: _Toc17610864][bookmark: _Toc17610945][bookmark: _Toc52778412]3.1.2. Điều kiện đủ để hàm số có cực trị 





 Ta thừa nhận định lý sau đây
   Định lí 1. Giả sử hàm sốliên tục trên khoảng  và có đạo hàm trên  hoặc  với.
a) 


Nếu trên khoảngvà   trên

 khoảng thì x0 là một điểm cực đại của hàm số f(x). 
b) 



Nếu  trên khoảngvà  trên khoảng thì x0  là một điểm cực tiểu của hàm số f(x). 

	x
	x0-h         x0           x0+h

	f’(x)
	      -         0      +

	f(x)
	                
                fCT



	X
	x0-h         x0           x0+h

	f’(x)
	        +       0       -

	f(x)
	               fCĐ










[bookmark: _Toc17608659][bookmark: _Toc17609306][bookmark: _Toc17610865][bookmark: _Toc17610946][bookmark: _Toc52778413]3.2 Quy tắc tìm cực trị
 Quy tắc 1
1. 
Tìm tập xác định. Tính 
2. 

Tìm các điểm tại đó  hoặc  không xác định;
3. Lập bảng biến thiên;
4. Từ bảng biến thiên suy ra các điểm cực trị.

 Ví dụ 1: Tìm các điểm cực trị của các hàm số 
                                             Giải

  Tập xác định: D = 


Bảng biến thiên
                              x              1        1       + 
                              y'              +    0      0    +

                               y                     3                   

                                                        -1

    Từ bảng biến thiên suy ra x = -1 là điểm cực đại, x = 1 là điểm cực tiểu của hàm số đã cho.



Định lí 2: Giả sử hàm số  có đạo hàm cấp hai trong khoảng, với. Khi đó:


                 a) Nếu  thì  là điểm cực tiểu; 


                 b) Nếu  thì  là điểm cực đại. 
 Áp dụng định lí 2, ta có quy tắc sau đây để tìm các điểm cực trị của một hàm số.
  Quy tắc 2
1. 
Tìm tập xác định. Tính 
2. 

Giải phương trình  và kí hiệu  là các nghiệm của nó;
3. 

Tính và 
4. 
Dựa vào dấu của suy ra tính chất cực trị của điểm xi. 
 Ví dụ 2: Tìm cực trị của hàm số
                   f(x) = x4 – 2x2 + 1
                                  Giải

 Tập xác định của hàm số: D = 
f’(x) = 4x3 – 4x = 4x(x2 – 1)

f’(x) = 0 ; x = 0

f”(x) = 12x2  - 4; f”([image: ]1) = 8 > 0 x = -1 và x = 1 là hai điểm cực tiểu

f”(0) = -4 < 0 x = 0 là điểm cực đại.









BÀI TẬP

 Bài 1. Xét sự đồng biến, nghịch biến của các hàm số sau: 

      a) 

      b) 

      c) y =       
 Bài 2. Tìm các khoảng đơn điệu của các hàm số:



     a) ;                                b) ;            c) ;


     d) ;                             e) .      



 Bài 3. Chứng minh rằng hàm số  đồng biến trên khoảng (-1; 1); nghịch biến trên các khoảng  và .


 Bài 4. Chứng minh rằng hàm số  đồng biến trên khoảng và nghịch biến trên khoảng (1; 2).
  Gợi ý: Sử dụng định lí sau:
    Giả sử hàm số y= f(x) có đạo hàm trên khoảng (a; b).

     +) Nếu  thì f(x) đồng biến trên khoảng (a; b);

     +) Nếu  thì f(x) nghịch biến trên khoảng (a; b); 
Bài 5. Áp dụng quy tắc 1, tìm các điểm cực trị của các hàm số sau:


    a) ;                            b) ;



    c) ;            d) ;           e) ;   
Bài 6. Áp dụng quy tắc 2, tìm điểm cực trị của các hàm số sau:


    a) ;                                         b) ;


[bookmark: _Toc14964823][bookmark: _Toc14965270][bookmark: _Toc15243136][bookmark: _Toc15243683][bookmark: _Toc15244181][bookmark: _Toc17608660][bookmark: _Toc17609307][bookmark: _Toc17610866][bookmark: _Toc17610947][bookmark: _Toc52778414]        c)  ;                          d) 
[bookmark: _Toc14964824][bookmark: _Toc14965271][bookmark: _Toc15243137][bookmark: _Toc15243684][bookmark: _Toc15244182][bookmark: _Toc17608661][bookmark: _Toc17609308][bookmark: _Toc17610867][bookmark: _Toc17610948][bookmark: _Toc52778415]Bài 7. Chứng minh rằng với mọi giá trị của tham số m, hàm số

[bookmark: _Toc14964825][bookmark: _Toc14965272][bookmark: _Toc15243138][bookmark: _Toc15243685][bookmark: _Toc15244183][bookmark: _Toc17608662][bookmark: _Toc17609309][bookmark: _Toc17610868][bookmark: _Toc17610949][bookmark: _Toc52778416]                         
[bookmark: _Toc14964826][bookmark: _Toc14965273][bookmark: _Toc15243139][bookmark: _Toc15243686][bookmark: _Toc15244184][bookmark: _Toc17608663][bookmark: _Toc17609310][bookmark: _Toc17610869][bookmark: _Toc17610950][bookmark: _Toc52778417]   luôn luôn có một điểm cực đại và điểm cực tiểu.
[bookmark: _Toc14964827][bookmark: _Toc14965274][bookmark: _Toc15243140][bookmark: _Toc15243687][bookmark: _Toc15244185][bookmark: _Toc17608664][bookmark: _Toc17609311][bookmark: _Toc17610870][bookmark: _Toc17610951][bookmark: _Toc52778418]Bài 8. Tìm a và b để các cực trị của hàm số

[bookmark: _Toc14964828][bookmark: _Toc14965275][bookmark: _Toc15243141][bookmark: _Toc15243688][bookmark: _Toc15244186][bookmark: _Toc17608665][bookmark: _Toc17609312][bookmark: _Toc17610871][bookmark: _Toc17610952][bookmark: _Toc52778419]                          

[bookmark: _Toc14964829][bookmark: _Toc14965276][bookmark: _Toc15243142][bookmark: _Toc15243689][bookmark: _Toc15244187][bookmark: _Toc17608666][bookmark: _Toc17609313][bookmark: _Toc17610872][bookmark: _Toc17610953][bookmark: _Toc52778420] đều là những là số dương và  là điểm cực đại.

[bookmark: _Toc14964830][bookmark: _Toc14965277][bookmark: _Toc15243143][bookmark: _Toc15243690][bookmark: _Toc15244188][bookmark: _Toc17608667][bookmark: _Toc17609314][bookmark: _Toc17610873][bookmark: _Toc17610954][bookmark: _Toc52778421] Bài 9. Xác định giá trị của tham số m để hàm số  đạt cực đại tại x = 2.

[bookmark: _Toc14964831][bookmark: _Toc17608668][bookmark: _Toc17609315][bookmark: _Toc17610874][bookmark: _Toc17610955][bookmark: _Toc52778422]
§2. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ

[bookmark: _Toc17608669][bookmark: _Toc17609316][bookmark: _Toc17610875][bookmark: _Toc17610956][bookmark: _Toc52778423]1. Định nghĩa

 Cho hàm số xác định trên tập D.




   a) Số M được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số trên tập D nếu với mọi x thuộc D và tồn tại  sao cho .

   Kí hiệu 




   b) Số m được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số  trên tập D nếu  với mọi x thuộc D và tồn tại sao cho .

 Kí hiệu:  

 Ví dụ 1: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
                                Giải

 Tập xác định: D = 

     
                  x                  2       + 
                  y'                    0     +
                                           
                  y                     -1


   Vậy 
[bookmark: _Toc17608670][bookmark: _Toc17609317][bookmark: _Toc17610876][bookmark: _Toc17610957][bookmark: _Toc52778424]2. Cách tính giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số trên một đoạn
 2.1. Định lí
Mọi hàm số liên tục trên một đoạn đều có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên đoạn đó
[bookmark: bookmark27] 2.2. Quy tắc tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số liên tục trên một đoạn
  Quy tắc




  a) Tìm các điểm  trên khoảng , tại đó hoặc  không xác định;

  b) Tính 
  c) Tìm số lớn nhất M và số nhỏ nhất m trong các số trên. Ta có




 Ví dụ 2: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số  trên đoạn 
                                        Giải

 Tập xác định: D = 

 










 trên đoạn ;      trên đoạn 

BÀI TẬP


Bài 1. Lập bảng biến thiên và tìm GTLN, GTNN của các hàm số sau:

      a) 

      b) 

      c) 

      d)  
Bài 2. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số:

      a)  

      b) 

      c) 
Bài 3. Tính giá trị lớn nhất của các hàm số sau:

          a) 

          b) 











[bookmark: _Toc17608674][bookmark: _Toc17609321][bookmark: _Toc17610880][bookmark: _Toc17610961][bookmark: _Toc52778428]§3. KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ VẼ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ
1. Đường tiệm cận ngang

 Định nghĩa: Cho hàm số  xác định trên một khoảng vô hạn ( khoảng dạng 


 hoặc ). 


 Đường thẳng  là đường tiệm cận ngang (hay tiệm cận ngang) của đồ thị hàm số  nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thoả mãn



 Ví dụ 1: Tìm tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
                                       Giải

   

    Hoặc  
    Vậy y= 2 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số đã cho.
2. Đường tiệm cận đứng


 Định nghĩa: Đường thẳng   được gọi là đường tiệm cận đứng (hay tiệm cận đứng) của đồ thị hàm số nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thoả mãn




 Ví dụ 2: Tìm tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
                                                 Giải 


          ;   
 Vậy  x = 5 là tiệm cận đứng  của đồ thị hàm số đã cho. 


  Chú ý : Cho hàm số 


                     Tiệm cận ngang: 



                   hoặc  Tiệm cận đứng: 

[bookmark: _Toc17608675][bookmark: _Toc17609322][bookmark: _Toc17610881][bookmark: _Toc17610962][bookmark: _Toc52778429]3. Sơ đồ khảo sát hàm số
[bookmark: bookmark36]  B1. Tập xác định
      Tìm tập xác định của hàm số
[bookmark: bookmark37]  B2. Sự biến thiên
· Xét chiều biến thiên của hàm số:

    + Tính đạo hàm ;

    + Tìm các điểm tại đó đạo hàm  hoặc không xác định;

    + Xét dấu đạo hàm  và suy ra chiều biến thiên của hàm số. 
· Tìm cực trị.
· Tìm các giới hạn tại vô cực, các giới hạn vô cực và tìm tiệm cận (nếu có).
· Lập bảng biến thiên (Ghi các kết quả tìm được vào bảng biến thiên).
[bookmark: bookmark38]  B3. Đồ thị
   Dựa vào bảng biến thiên và các yếu tố xác định ở trên để vẽ đồ thị.
[bookmark: _Toc17608676][bookmark: _Toc17609323][bookmark: _Toc17610882][bookmark: _Toc17610963][bookmark: _Toc52778430]3.2. Khảo sát một số hàm đa thức và hàm phân thức

  3.2.1. Hàm số bậc ba 
	
	     a > 0


	      a < 0

	
   Phương trình 
   có hai nghiệm phân biệt


	[image: Description: hinh hai.PNG]



	[image: Description: hinh hai.PNG]

	
   Phương trình  
 có nghiệm kép





	
[image: Description: hinhh ba.PNG]



	[image: Description: hinhh ba.PNG]

	
   Phương trình 
   vô nghiệm
	[image: Description: Capture.PNG]

	[image: Description: Capture.PNG]




 Ví dụ 1: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số  
                               Giải

 Tập xác định: D = 

  

    

                
   

    ( x3 + 3x2 - 4) = - 

   ( x3 + 3x2 - 4) = + 
Bảng biến thiên
	x
	-     -2        0               +

	y’
	      +  0    -   0    +

	y
	0 
          0                          
-                 -4 


Hàm số đồng biến trên (- ;-2 ) và ( 0;+)  
Hàm số nghịch biến trên ( -2; 0 )
Hàm số đạt cực đại tại x = -2 ; yCĐ=0
Hàm số đạt cực tiểu  tại x = 0; yCT= -4     
Bảng giá trị:
                    x    -3   -1   1

                   y     -4   -2   0
 [image: ]


 Ví dụ 2: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số  
                                              Giải

 Tập xác định: D = .
	x
	-                                                  +

	y’
	                -

	y
	+
                                                         -



      


      , 


;   
Bảng biến thiên
Điểm đặc biệt: (1; 0);  (0; 2)


 [image: ]








   3.2.2. Đồ thị hàm số 

	D =ad - bc > 0
	D = ad - bc < 0

	[image: Description: phan thuc.PNG]
	[image: Description: phan thuc.PNG]










 Ví dụ 1: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số  
                                                       Giải:

 Tập xác định: 
 Sự biến thiên:


    <0 


hàm số luôn nghịch biến trên 
Hàm số không có cực trị.


     

   
Suy ra x=1 là tiệm cận đứng.

   
Suy ra y=1 là tiệm cận ngang.
[image: ]
 Đồ thị:
[image: ]

 Ví dụ 2: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số  
                                            Giải


 Tập xác định: 

 Sự biến thiên:  y'=

 Suy ra hàm số luôn đồng biến trên 
 Hàm số không có cực trị.


     
 Suy ra x=2 là tiệm cận đứng.

     y=-1 là tiệm cận ngang.
 Bảng biến thiên:
   


           x                          2                     
                                                                                                     

                         +                             +

                                                                 -1

           y      -1                          

Đồ thị
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Giả sử hàm số y =f(x) có đồ thị là (C1) và hàm số có đồ thị là (C2). 
Để tìm hoành độ giao điểm của (C1) và (C2), ta phải giải phương trình 
f(x)=  g(x).

Giả sử phương trình trên có các nghiệm là . Khi đó, các giao điểm

của (C1)  và (C2) là 
 Ví dụ 3:
  a) Vẽ đồ thị hàm số y = x3 +3x2 -2
                         Giải

                                   
   b) Sử dụng đồ thị biện luận số nghiệm của phương trình: x3 +3x2 -2 = m
                          Giải
 Số nghiệm của phương trình bằng số giao điểm của đồ thị hàm số y = x3 +3x2 -2 và đường thẳng
 y = m.
· 
: phương trình có một nghiệm 
· 
 : phương trình có hai nghiệm
· 
: phương trình có ba nghiệm
· 
: phương trình có hai nghiệm
· 
: phương trình có một nghiệm




BÀI TẬP

Bài 1. Khảo sát đồ thị hàm số bậc ba sau:

  
Bài 2. Khảo sát đồ thị hàm phân thức sau:

  
Bài 3. Khảo sát đồ thị hàm số. Từ đó tìm số nghiệm của các phương trình sau:

 

Bài 4. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số 

           b) Dựa vào đồ thị hàm số, biện luận về số nghiệm của phương trình sau theo tham số m: 

§4. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ GIẢI QUYẾT MỘT SỐ VẤN ĐỀ LIÊN QUAN ĐÊN THỰC TIỄN

1. Ứng dụng đạo hàm để khảo sát và vẽ đồ thị hàm số
Với đạo hàm và ứng dụng để khảo sát và vẽ đồ thị hàm số thường sẽ tính toán giá trị đồng biến, nghịch biến, tính đơn điệu của hàm số để từ đó dễ dàng tính toán được bài toán trong thực tế hiệu quả. 
2. Ứng dụng của đạo hàm trong kinh tế
Có một điều thú vị về ứng dụng của đạo hàm chính là được áp dụng cả trong kinh tế, khi chúng hỗ trợ tính toán tốc độ tăng trưởng kinh tế nhằm đưa ra những quyết định đầu tư đúng đắn.
Ví dụ 1:
Một công ty bất động sản có 50 căn hộ cho thuê. Biết rằng nếu cho thuê mỗi căn hộ với giá 2 triệu đồng/tháng thì mọi căn hộ sẽ có người thuê và khi tăng giá mỗi căn hộ thêm 100.000 đồng thì có thêm 2 căn hộ bị bỏ trống. muốn có thu nhập cao nhất, công ty đó nên để giá thuê là bao nhiêu?
Giải:
Gọi x là giá thuê thực tế mỗi căn hộ (x >= 2.000.000)
So với giá ban đầu thì số tiền tăng thêm là x – 2.000.000 (đồng)
Cứ tăng 100.000 đồng thì có 2 căn hộ bị bỏ trống. vậy theo quy tắc tam suất
Tăng x – 2.000.000 sẽ có  căn hộ bị bỏ trống
Số căn hộ được thuê là 
Số tiền thu được khi cho thuê với giá x là: 
Gọi F(x) =  là hàm lợi nhuận khi cho thuê căn hộ với giá x đồng.
Như vậy bài toán trở thành bài toán tìm GTLN của hàm số f(x ) khi x >= 2.000.000
[image: ../Desktop/Screen%20Shot%202024-01-07%20at%2010.48.05%20PM.png]
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Ví dụ 2: 
Một cửa hàng bán bưởi với giá 50.000 đồng/quả. Với giá này cửa hàng bán được 40 quả bưởi. cửa hàng dự định giảm giá, ước tính mỗi quả giảm 5.000 đồng sẽ bán thêm được 50 quả. Xác định giá bán để cửa hàng thu về lợi nhuận cao nhất, biết rằng giá nhập về của mỗi quả bưởi là 30.000 đồng.
Giải:
Gọi x là bán thực tế mỗi quả bưởi(30.000<=x <= 50.000)
So với giá ban đầu thì số tiền giảm giá là 50.000 – x (đồng)
Cứ giảm 5.000 đồng thì bán thêm được 50 quả. vậy theo quy tắc tam suất
Giảm 50.000 – x thì sẽ bán thêm được  quả
Số quả bưởi bán được là 
Số tiền lời (lợi nhuận) thu được khi bán với giá x là:
 
Gọi F(x)  là hàm lợi nhuận khi bán 1 quả bưởi với giá x đồng.
Như vậy bài toán trở thành bài toán tìm GTLN của hàm số f(x ) trên đoạn
 30.000<=x <= 50.000
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3. Ứng dụng đạo hàm trong vật lý
Vận tốc tức thời
Một chuyển động thẳng có phương trình biểu diễn dưới dạng s = s(t) sẽ được xem như là một hàm số có đạo hàm, lúc này vận tốc tức thời sẽ được xác định dựa trên công thức sau:
[image: https://monkeymedia.vcdn.com.vn/upload/web/img/bai-tap-ung-dung-dao-ham-trong-vat-ly-2b.png]
[bookmark: _Hlk155949985]Cường độ tức thời của dòng điện
Điện lượng Q truyền trong dây dẫn cũng được  xem như là một hàm số thời gian của t hay Q = Q(t) tương ứng với cường độ trung bình của một dòng điện được xác định tại mốc thời gian nhất định.
Công thức tính cường độ tức thời của dòng điện được áp dụng đạo hàm được tính như sau:
[image: https://monkeymedia.vcdn.com.vn/upload/web/img/bai-tap-ung-dung-dao-ham-trong-vat-ly-3a.png]
Gia tốc tức thời
[bookmark: _Hlk155951121]Trong đạo hàm cấp 2 ta có phương trình f’’(t) thì trong vật lý đó chính là gia tốc tức thời của chuyển động s = f(t) tại thời điểm t.
Cho một vật chuyển động được biểu diễn dưới dạng phương trình là s = s(t). Lúc này, vận tốc tức thời ở thời điểm t0 sẽ được xác định dựa trên công thức v(t0) = s’(t0).
Cho một vật chuyển động được biểu diễn dưới dạng phương trình tương ứng như đạo hàm là v = v(t). Lúc này, để đính gia tốc tức thời ở thời điểm t0 sẽ được xác định dựa trên công thức a(t0) = v’(t0).
Còn đối với cường độ tức thời của một điện lượng cho trước được biểu diễn dưới dạng phương trình là Q = Q(t), thì để tính tại thời điểm tức thời t0 ta sẽ áp dụng theo công thức là I(t0) = Q’(t0).
Ví dụ 1:
Có một xe máy chuyển động được biểu diễn theo phương trình tương ứng cho trước là s(t)= t2 + 6t+ 10. Trong đó s là quãng đường đi được (m) và t là đơn vị thời gian (s). Yêu cầu tính vận tốc tức thời ngay thời điểm t = 3.
Hướng dẫn giải:
Dựa vào phương trình chuyển động trên, ta suy ra được phương trình tính vận tốc của xe tương ứng là v(t)=s' (t)=2t+6 (m/s).
⇒ Vận tốc tức thời của xe tại thời điểm t= 3 là: V(3)= 2. 3+ 6= 12(m/s)
Ví dụ 2:
Có một vật chuyển động được biểu diễn dưới dạng phương trình cho trước là v = 4t + 10 (m/s). Yêu cầu hãy tính gia tốc tức thời tại thời điểm chuyển động tương ứng là t = 10s?
Hướng dẫn giải:
Áp dụng công thức tính gia tốc trong đạo hàm của chuyển động tương ứng là a(t) = v’(t) = 4 (m/s).
Lúc này ta có gia tốc của vật chuyển động tương ứng là 4m/s – không thay đổi.
Ví dụ 3:
Cho một vật di chuyển theo phương trình cho trước là s(t) = t2 – 40t + 10. Trong đó t là thời gian chuyển động (s), s là quãng đường di chuyển của vật (m). Hỏi tại thời điểm nào thì vật sẽ dừng lại?
Hướng dẫn giải
Dựa theo phương trình trên, ta có phương trình tính vận tốc chuyển động tương ứng là v(t)=s' (t)= 2t- 40 (m/s).
Khi vật bắt đầu dừng lại có nghĩa vận tốc tức thời sẽ được tính bằng 0. Lúc này ta sẽ có phương trình tương ứng là 2t – 40= 0 ⇔ t= 20 (s).
Kết luận: sau 20s chuyển động từ khi khởi hành thì vật sẽ dừng lại.
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Bài 1. Tìm khoảng đơn điệu của các hàm số sau:

  
Bài 2. Tìm cực đại, cực tiểu của hàm số sau:

              
Bài 3. Tìm tiệm đứng và tiệm cận ngang của hàm số sau:

             
Bài 4. Khảo sát các hàm số sau:

  
 Dựa vào đồ thị hàm số, biện luận số nghiệm của phương trình sau:
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CHƯƠNG II: NGUYÊN HÀM. TÍCH PHÂN
Trong chương này, chúng ta sẽ tìm hiểu những vấn đề sau: Nguyên hàm, nguyên hàm của một số hàm số sơ cấp, tích phân, ứng dụng hình học của tích phân.
[bookmark: _Toc52781307]BÀI 1. NGUYÊN HÀM. BẢNG NGUYÊN HÀM 
CỦA MỘT SỐ HÀM SƠ CẤP

1. Nguyên hàm và tính chất
1.1. Nguyên hàm
Định nghĩa: Cho hàm số  xác định trên . Hàm số  được gọi là nguyên hàm của hàm số  trên K nếu .
Ví dụ 1:
a) Hàm số  là một nguyên hàm của hàm số  trên khoảng  vì .
b) Hàm số  là một nguyên hàm của hàm số  trên khoảng  vì .  
Nếu  là một nguyên hàm của hàm số f(x) trên  thì  là họ tất cả các nguyên hàm của f(x) trên K. Kí hiệu

	


Chú ý: Biểu thức  chính là vi phân của nguyên hàm  của 
(Vì 
Ví dụ 2: 
a) Với 
b) Với ;
c) Với 
1.2. Tính chất của nguyên hàm

	1) ;    
2)  ;           
3) 


Ví dụ 3: 
1) 
2) Với   ta có

1.3. Sự tồn tại nguyên hàm

Mọi hàm số  liên tục trên  đều có nguyên hàm trên .
Ví dụ 4: 
a) Hàm số  có nguyên hàm trên khoảng  và 
       
b)  Hàm số  có nguyên hàm trên từng khoảng  và 
       
1.4. Bảng nguyên hàm của một số hàm số thường gặp
	
	  

	
	

	
	

	
	

	
	


2. Phương pháp tính nguyên hàm
2.1. Phương pháp đổi biến số
Định lí 1 : 
	Nếu  là hàm số có đạo hàm liên tục thì 



· Hệ quả. Với , ta có 
	


Ví dụ 5: Tính 
Vì 
 nên theo hệ quả ta có 

2.2. Phương pháp tính nguyên hàm từng phần
Định lí 2: 
	Nếu hai hàm số  có đạo hàm liên tục trên K thì 



· Chú ý: 
nên đẳng thức trên còn được viết dưới dạng:
	


 Đây là công thức tính nguyên hàm từng phần.
3. Bài tập áp dụng
Ví dụ 6: Tính  
                                             Giải
Đặt 
Khi đó


Ví dụ 7: Tính các tích phân sau
a)                          b)              c)      
                                                Giải
a) 
Đặt 
Do đó 
b)  

Đặt

c) 

Đặt		
			 

BÀI TẬP
1. Tìm nguyên hàm của các hàm số sau



2. Sử dụng phương pháp đổi biến, hãy tính


3. Sử dụng phương pháp tính nguyên hàm từng phần, hãy tính:





[bookmark: _Toc52781308]BÀI 2. TÍCH PHÂN. ỨNG DỤNG HÌNH HỌC CỦA TÍCH PHÂN
1. Khái niện tích phân
1.1. Diện tích hình thang cong
Cho hàm số  liên tục, không đổi dấu trên đoạn . Hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hàm só  trục hoành và hai đường thẳng được gọi là hình thang cong ( H. 1a)
Ở lớp dưới, ta đã biết cách tính diện tích hình chữ nhật, hình tam giác. Bây giờ, ta xét bài toán tính diện tích hình phẳng  giới hạn bởi một đường cong kín bất kì ( H. 1b).
	
          y = f(x)

	

	a)
	b)

	                Hình 1
	


Bằng cách kẻ các đường thẳng song song với các trục tọa độ, ta chia D thành những hình nhỏ là những hình thang cong (H.1a). Bài toán trên được đưa về tính diện tích của hình thang cong.
Bài toán tìm diện tích hình thang cong bất kì:
Cho hình thang cong giới hạn bởi các đường thẳng , trục hoành và đường cong , trong đó  là hàm số liên tục, không âm trên đoạn 
Với mỗi  Kí hiệu  là diện tích của phần hình thang cong đó nằm giữa hai đường thẳng vuông góc với  lần lượt tại  và  ( H.2).
   Ta chứng minh được  là một nguyên hàm của  trên đoạn . 
Giả sử  là một nguyên hàm của  thì có một hằng số sao cho 
Vì  nên  hay .
Vậy 
Thay  vào đẳng thức trên, ta có diện tich của hình thang cần tìm là

[image: ]
Hình 2
1.2. Định nghĩa tích phân
Cho f(x) là hàm số liên tục trên đoạn . Giả sử F(x) là một nguyên hàm của f(x) trên đoạn .
Hiệu số F(b)-F(a) được gọi là tích phân từ a đến b (hay tích phân xác định trên đoạn ) của hàm số f(x).
	


Ta gọi a là cận dưới, b là cận trên, f(x)dx là biểu thức dưới dấu tích phân và f(x) là hàm số dưới dấu tích phân.
Chú ý:
Trường hợp a = b hoặc a > b, ta quy ước 
	


Ví dụ 1: 


Nhận xét:
  a) Tích phân của hàm số  từ  đến  có thể kí hiệu bởi . Tích phân đó chỉ phụ thuộc vào  và các cận  mà không phụ thuộc vào biến số  hay.
   b) Ý nghĩa hình học của tích phân: Nếu hàm số  liên tục và không âm trên đoạn [a;b], thì tích phân  là diện tích  của hình thang cong giới hạn bởi đồ thị của  trục  và hai đường thẳng  (H.1a). Vậy
	


2. Tính chất của tích phân
	





Ví dụ 2: Tính  
                                                       Giải

3. Phương pháp tính tích phân
3.1. Phương pháp đổi biến 
Định lí. Cho hàm số  liên tục trên đoạn Giả sử hàm số  có đạo hàm liên tục trên đoạn  sao cho  với mọi . Khi đó
	


Ví dụ 3: Tính  
                                                    Giải
Đặt . Ta có 
Khi thì , khi  thì u.
Vậy

3.2. Phương pháp tính tích phân từng phần
Định lí. Nếu u=u(x) và v=v(x) là hai hàm số có đạo hàm liên tục trên đoạn [a; b] thì
	



Ví dụ 4: Tính 

                                               Giải
Đặt      
Ta có 

4. Bài tập áp dụng
Bài 1: Tính
                          
                                                    Giải
Đặt ; ta có  nên

Bài 2: Tính       
                                                     Giải
Đặt 
 Do đó 

Bài 3:  Tính 
                                                  Giải

Đặt 


5.  Tính diện tích hình phẳng
5.1. Hình phẳng giới hạn bởi một đường cong và trục hoành
Diện tích  của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hàm số  liên tục, trục hoành và hai đường thẳng  (H. 4) được tính bởi công thức
	
	



	


	
	Hình 3





5.2. Hình phẳng giới hạn bởi hai đường cong
Cho hai đường cong  và  liên tục trên đoạn  Gọi  là hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hai hàm số đó và các đường thẳng  (H. 5) được tính bởi công thức.
	
	



                                                          
	


	
	Hình 4


Chú ý: Khi áp dụng công thức (*), cần khử dấu giá trị tuyệt đối của hàm số dưới dấu tích phân. Muốn vậy, ta giải phương trình  trên đoạn [a, b]. 
 Giả sử phương trình có hai nghiệm   Khi đó, không đổi dấu trên các đoạn  Trên mỗi đoạn đó, chẳng hạn trên đoạn [a; c], ta có
	


Ví dụ 1: Tính diện tích hình phẳng được giới hạn bởi đồ thị của hàm số , trục hoành và hai đường thẳng ( H.6)
                                              Giải
	


	


	
	Hình 5


Ví dụ 2: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của các hàm số:   và  .
                                              Giải
Ta có: hoành độ giao điểm của hai đồ thị là  
 
Vậy diện tích cần tìm là:

Do 
Suy ra 

6. Tính thể tích
6.1. Thể tích của vật thể
  Vật thể giới hạn bởi một mặt cong và hai mặt phẳng  là diện tích của thiết diện của vật thể trên một mặt phẳng vuông góc với  liên tục trên.
 Thể tích vật thể là 
	


6.2. Thể tích của khối chóp và khối chóp cụt
* Thể tích của khối chóp là:
	


   Với khối chóp có chiều cao bằng h và diện tích đáy bằng B.
* Thể tích của khối chóp cụt là:
	


   Với khối chóp cụt tạo bởi khối chóp đỉnh S có diện tích hai đáy lần lượt là   và có chiều cao bằng h.
7. Thể tích khối tròn xoay
7.1. Thể tích khối tròn xoay quay quanh trục ox
Thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi y = f(x)  (C); x = a; x = b, y = 0; 
(a < b), quay quanh Ox 
		









	

	
	y
x
b
a
0
y = f(x)




                                


                             Hình 6


7.2. Thể tích khối tròn xoay khi quay quanh Oy.
Thể tích khối tròn xoay sinh ra do hình phẳng giới hạn bởi các đường , trục  quay quanh là:
		



	



	     
	


  
                                                                                            Hình 7	

8. Bài tập áp dụng
Bài 1: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đường cong 
                                                     Giải
Ta có: 

Vậy diện tích hình phẳng đã cho là:



Bài 2: Tính thể tích vật thể tròn xoay do phần đường tròn (C):  tâm  O khi quay xung quanh trục Ox.
                                                Giải
Khi (C) quay quanh Ox ta có mặt cầu, thể tích khối cầu là	




BÀI TẬP
1. Tính các tích phân sau:



2. Sử dụng phương pháp đổi biến, hãy tính




3. Sử dụng phương pháp tính tích phân từng phần, hãy tính




4. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường
a)  
b) 
c) 
5. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường cong , tiếp tuyến với đường này tại điểm  và trục .
6. Tính thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường sau khi quay xung quanh trục Ox:
a) 
b) 
c) 
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CHƯƠNG III: PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN
Mục tiêu
Sau khi nghiên cứu xong chương này, học sinh có thể:
- Học sinh nắm được các kiến thức cơ bản về phương trình mặt phẳng; phương trình đường thẳng trong không gian; 
- Trình bày được các công thức về phương trình mặt phẳng; phương trình đường thẳng trong không gian;  
- Mô tả được dạng hình học của phương trình mặt phẳng và phương trình đường thẳng trong không gian;
- Áp dụng  và giải được các bài tập về Học sinh nắm được các kiến thức cơ bản về phương trình mặt phẳng; phương trình đường thẳng trong không gian; 

§1. TOẠ ĐỘ CỦA VECTƠ ĐỐI VỚI MỘT HỆ TRỤC TOẠ ĐỘ.
BIỂU THỨC TOẠ ĐỘ CỦA CÁC PHÉP TOÁN VECTƠ
[bookmark: _Toc17608724][bookmark: _Toc17609371][bookmark: _Toc17610930][bookmark: _Toc17611011][bookmark: _Toc52778478]1. Tọa độ của điểm và của vectơ
 1.1. Hệ toạ độ



  Hệ toạ độ Đề–các vuông góc trong không gian là hệ gồm 3 trục xOx, yOy, zOz vuông góc với nhau từng đôi một, với các vectơ đơn vị , , .

	                                                 [image: ]

	
· Toạ độ của một điểm
                                                                            [image: ]

M(x; y; z) 
 Ví dụ 1:  Xác định các điểm M(0;0;0), A(0; 1; 2), B(1; 0; 2), C(1; 2; 0) trong không gian Oxyz.
 1.2. Toạ độ của vectơ

  
Nhận xét

    

 Toạ độ của các vectơ đơn vị: 

Véc tơ- Không: 




 Ví dụ 2: Trong KG Oxyz, cho hình hộp chữ nhật ABCD.ABCD có đỉnh A trùng với O, các vectơ ,  theo thứ tự cùng hướng với  và AB = a, AD = b, AA = c. Tính toạ độ các vectơ , với M là trung điểm của cạnh CD.

                                                                                           
[bookmark: _Toc17608725][bookmark: _Toc17609372][bookmark: _Toc17610931][bookmark: _Toc17611012][bookmark: _Toc52778479]2. Biểu thức tọa độ của các phép toán vectơ

 Định lí: Trong KG Oxyz, cho. Khi đó:






			(k  )
 Hệ quả

	
· 
Với 

   	 
· 
Cho 

               

M là trung điểm của đoạn AB: 
[bookmark: _Toc17608726][bookmark: _Toc17609373][bookmark: _Toc17610932][bookmark: _Toc17611013][bookmark: _Toc52778480]3. Tích vô hướng
 3.1. Biểu thức toạ độ của tích vô hướng

 Định lí: Trong không gian Oxyz, cho:.

                
 3.2.Ứng dụng

  a) Độ dài của một vectơ:  

 b) Khoảng cách giữa hai điểm:  
   c) Góc giữa hai vectơ

                    

   Từ đó suy ra 
 Ví dụ 3: Trong KG Oxyz, cho A(1;1;1), B(–1;2;3), C(0;4;–2).




a) Tìm toạ độ các vectơ , , ,  (M là trung điểm của BC).


b) Tìm toạ độ của vectơ , 


c) Tính các tích vô hướng , 

BÀI TẬP


 Bài 1: Cho ba vectơ .

a) Tính tọa độ của vectơ ;

b) Tính tọa độ của vectơ .
 Bài 2: Cho ba điểm A = (1; -1; 1), B = (0; 1; 2), C = (1; 0; 1).
 Tìm tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC.


 Bài 3: Cho hình hộp ABCD. biết A = (1; 0; 1), B = (2; 1; 2), D = (1; -1; 1), .  
 Tính tọa độ còn lại của hình hộp.
 Bài 4: Tính 






      a)  với , ;             b)  với , .





[bookmark: _Toc52781317]BÀI 2. PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG
1. Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng



1.1. Định nghĩa: Cho mp (P). Nếu vectơ    và có giá vuông góc với (P) thì  đgl vectơ pháp tuyến của (P).

                                                                                        


Chú ý: Nếu  là VTPT của (P) thì  (k  0) cũng là VTPT của (P).






Vectơ  xác định  đgl tích có hướng (hay tích vectơ) của hai vectơ  và . Kí hiệu:   hoặc .
                                                                              [image: ]
1.2. Nhận xét: 
 Tích có hướng của hai vectơ cũng là một vectơ.


 Cặp vectơ , ở trên đgl cặp VTCP của (P).
Ví dụ 1: Tìm một VTPT của mặt phẳng:
   a) Qua A(2; –1; 3), B(4; 0; 1), C(–10; 5; 3).
   b) Qua A(2; 0; 0), B(0; 2; 0), C(0; 0; 2).
                                    Giải 
a) 


; ; 


b) 


 
2. Phương trình tổng quát của mặt phẳng


2.1. Định nghĩa: Phương trình , trong đó , được gọi là phương trình tổng quát của mặt phẳng.
· Nhận xét:


    a) (P):   (P) có 1 VTPT là .



   b) PT của (P) qua  và có VTPT  là: .

 Ví dụ 2: Hãy tìm một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (): 4x – 2y - 6z + 7 = 0.
 	Ví dụ 3: Lập phương trình tổng quát của mặt phẳng (MNP) với M(1; 1; 1), N(4; 3; 2), P(5; 2; 1).
					Giải

Ta có: .

Gọi .


Phương trình mặt phẳng (MNP) đi qua M(1; 1; 1) và có vectơ pháp tuyến   là: -1(x-1) + 4(y-1) -5(z-1) = 0 -x +4y -5z + 2 = 0
2.2. Các trường hợp riêng
a) D = 0  (P) đi qua O.    

b) A = 0  

c) A = B = 0  
[image: ]

[image: ]
Nhận xét: Nếu các hệ số A, B, C, D đều khác 0 thì có thể đưa phương trình của (P) về dạng:

	               	(2)     
(2) được gọi là  phương trình của mặt phẳng theo đoạn chắn.
[image: ]
3. Điều kiện để hai mặt phẳng song song, vuông góc
3.1. Điều kiện để hai mặt phẳng song song
Trong KG cho 2 mp (P1), (P2):

          	

           

 



 


 (P1) cắt (P2)

 
Ví dụ 4: Cho hai mp (P1) và (P2):

 	(P1): 

(P2): 
Tìm m để (P1) và (P2):
  a) song song
  b) trùng nhau
  c) cắt nhau.

Ví dụ 5: Viết PT mp (P) đi qua điểm M(1; –2; 3) và song song với mp (Q): .
                                                    Giải

    Vì (P) // (Q) nên (P) có VTPT .

       (P): 

      .
3.2. Điều kiện để hai mặt phẳng vuông góc


[image: ]
Ví dụ 6: Xác định m để hai mp sau vuông góc với nhau:

(P): 

(Q): 
                            Giải


  .

Ví dụ 7: Viết phương trình mp (P) đi qua hai điểm A(3; 1; –1), B(2; –1; 4) và vuông góc với mp (Q): .
                                     Giải
(P) có cặp VTCP là:



 và ; 

 (P): .
4. Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng


Định lí: Trong KG Oxyz, cho (P):  và điểm .

      			
[image: ]
Ví dụ 8: Tính khoảng cách từ điểm M đến mp(P): 


a) M(1; –2; 13) ; (P):          b) M(2; –3; 5); (P): 

 c) M(1; –4; –2); (P):            d) M(3; 1; –2); (P)  (Oxy)
	                     Giải


  a) ;  b) 


 c) ; d) 
Ví dụ 9: Tính khoảng cách giữa hai mp song song (P) và (Q):


a) 	(P): ; (Q):              


 b) 	(P): ; (Q): 
Giải
Bằng khoảng cách từ 1 điểm trên mp này đến mp kia.
a) Lấy M(0; 0; –1)  (Q).

	
b) Lấy M(0; 1; 0)  (P)

    
Ví dụ 10: Viết pt mặt cầu (S) có tâm I và tiếp xúc với mp (P):


    a)                                        b) 
				Giải

R = 

  a) 

  b) 
Ví dụ 11: Viết phương trình mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu (S) tại M:


 a)         b) 
Giải

 Ta có: 

a) (P): 

            b) .

[image: ]
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8.Viết phương trình của mặt phẳng:
a) 
Đi qua điểm M(1; -2; 4) và nhận  làm vectơ pháp tuyến;
b) 

Đi qua điểm A(0; -1; 2) và song song với giá của mỗi vectơ và 
c) Đi qua 3 điểm A(-3; 0; 0), B(0; -2; 0) và  C(0; 0; -1).
9. Viết phương trình mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB với A(2; 3; 7), B(4; 1; 3).
10.
a) Lập phương trình của các mặt phẳng tọa độ (Oxy), (Oyz), (Oxz).
b) Lập phương trình của các mặt phẳng đi qua điểm M(2; 6; -3) và lần lượt song song với các mặt phẳng tọa độ.
11. Lập phương trình của mặt phẳng:
a) Chứa trục Ox và điểm P(4; -1; 2);
b) Chứa trục Oy và điểm Q(1; 4; -3);
c) Chứa trục Oz và điểm R(3; -4; 7).
12. Cho tứ diện có các đỉnh là A(5; 1; 3), B(1; 6; 2), C(5; 0; 4), D(4; 0; 6).
a) Hãy viết phương trình của các mặt phẳng (ACD) và (BCD).

b) Hãy viết phương trình mặt phẳng  đi qua cạnh AB và song song với cạnh CD.


13. Hãy viết phương trình mặt phẳng  đi qua điểm M(2; -1; 2) và song song với mặt phẳng : 2x –y + 3z + 4 = 0.


14. Lập phương trình mặt phẳng  đi qua hai điểm A(1; 0; 1), B(5; 2; 3) và vuông góc với mặt phẳng : 2x –y + z -7 =0.
15. Xác định các giá trị của m và n để mỗi cặp mặt phẳng sau đây là một cặp mặt phẳng song song với nhau:
 a) 2x+ my +3z -5 = 0   và    nx – 8y -6z + 2 = 0;
b) 3x -5y + mz -3 = 0   và   2x + ny – 3z +1 = 0.
16. Tính khoảng cách từ điểm A(2; 4; -3) lần lượt đến các mặt phẳng sau:
a) 2x – y + 2z - 9 = 0;
b) 12x – 5z +5 = 0;
c) x = 0.







[bookmark: _Toc52781318]BÀI 3. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG TRONG KHÔNG GIAN

1. Phương trình tham số của đường thẳng

 1.1. Định lí: Trong KG Oxyz, cho đường thẳng  đi qua điểm M0(x0; y0; z0) và nhận vectơ  làm VTCP. Điều kiện cần và đủ để điểm M(x; y; z) nằm trên  là có một số thực t sao cho:


						

1.2. Định nghĩa: Phương trình tham số của đường thẳng  đi qua điểm M0(x0; y0; z0) và có VTCP  là phương trình có dạng:

				
trong đó t là tham số.
Chú ý: Nếu a1, a2, a3 đều khác 0 thì có thể viết phương trình của  dưới dạng chính tắc:

.

Ví dụ 1: Viết PTTS của đường thẳng  đi qua điểm M0 và có VTCP , với:


a)                      b) 


c)                       d) 
Ví dụ 2: Cho các điểm A(2;3;–1), B(1; 2; 4), C(2; 1; 0), D(0;1;2). Viết PTTS của các đường thẳng AB, AC, AD, BC.
Giải

, A(2;3;–1)

 PTTS của AB: 
Các phương trình đường thẳng còn lại HS tự giải tương tự.
Ví dụ 3: Viết PTTS của  đi qua điểm A và vuông góc với mặt phẳng (P):


a) ;      b) ;
c) A(1; –1; 0), (P)(Oxy);                         d) A(2; –3; 6), (P)(Oyz);
                                Giải
a) 
Vì   (P) nên = (2;–3;6)

 PTTS của  :  
Ví dụ 4: Cho đường thẳng  có PTTS. Hãy xác định một điểm M   và một VTCP của  .

				: 
Giải
Cho t = t0, thay vào PT của  . Với t = 0  M(–1; 3; 5)  .
2. Điều kiện để hai đường thẳng song song, cắt nhau, chéo nhau
2.1. Điều kiện để hai đường thẳng song song

Gọi   lần lượt là VTCP của d và d. Lấy M(x0; y0; z0)  d.

	d // d  



Đặc biệt:	d  d  
Ví dụ 5: Chứng minh hai thẳng sau song song song:


a)                  b) 
c) 

	
                         Giải 
a) 

, 

  cùng phương.
Ví dụ 6: Viết phương trình đường thẳng  đi qua điểm A và song song với đường thẳng d cho trước:


a) A(2; –5; 3), d:                               b) A(1; –3; 2), d: 


c) A(4; –2; 2), d:                  d) A(5; 2; –3), d: 
 				Giải
Vì  // d nên  cũng nhận VTCP của d làm VTCP.
a) 
Phương trình đường thẳng đi qua A(2; –5; 3) và có VTCP là:


b) , c) , d) giải tương tự như câu a).
2.2. Điều kiện để hai đường thẳng cắt nhau
Cho 2 đường thẳng 


		d: , d: 
d và d cắt nhau  hệ pt ẩn t, t sau có đúng 1 nghiệm:

			 (*)
Ví dụ 7: Tìm giao điểm của hai đường thẳng sau:


a)                                    b) 


c)                                      d) 
Ví dụ 8: Tìm m để hai đường thẳng d và d cắt nhau. Khi đó tìm toạ độ giao điểm của chúng


a)                                       b) 
2.3. Điều kiện để hai đường thẳng chéo nhau
Cho 2 đường thẳng 


d: , d: 
d và d chéo nhau  hai VTCP không cùng phương và hệ pt ẩn t, t sau vô nghiệm:

		 (*)

 d  d  .
Ví dụ 9: Chứng tỏ các cặp đường thẳng sau chéo nhau:


a)                              b) 


c)                                                d) 
[image: ]
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BÀI TẬP
1. Viết phương trình tham số của đường thẳng d trong mỗi trường hợp sau:
a) 
d đi qua điểm M(5; 4; 1) và có vectơ chỉ phương ;
b) 
d đi qua điểm A(2; -1; 3) và vuông góc với mặt phẳng () có phương trình
x+ y – z + 5 = 0;
c) 
d đi qua điểm B(2; 0; -3) và song song với đường thẳng ;
d) d đi qua hai điểm P(1; 2 ; 3) và Q(5; 4; 4).

2. Viết phương trình tham số của đường thẳng là hình chiếu vuông góc của đường thẳng d: 
lần lượt trên các mặt phẳng sau:
a) (Oxy);                            b) (Oyz).

3. Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng d và cho bởi các phương trình sau:
a) 


d:  và  d: 
b) 


d:  và  d: .

4. Tìm a để hai đường thẳng sau đây cắt nhau:



d:  và  d: .

5. Tìm số giao điểm của đường thẳng d với mặt phẳng () trong các trường hợp sau:
a) 

d:  và  (): 3x+ 5y- z- 2 = 0;
b) 

d:  và  (): x+ 3y + z + 1 = 0;
c) 

d:  và  (): x+ y + z - 4 = 0;


6. Tính khoảng cách giữa đường thẳng :  và mặt phẳng

 (): 2x – y + z + 3 = 0.


7. Cho điểm A(1; 0 ; 0) và đường thẳng : .
a) 
Tìm tọa độ điểm H là hình chiếu vuông góc của điểm A trên đường thẳng .
b) 

Tìm tọa độ điểm A đối xứng với A qua đường thẳng .

8. Cho điểm M(1; 4; 2) và mặt phẳng  (): x + y +z -1 = 0.
a) 
Tìm tọa độ điểm H là hình chiếu vuông góc của điểm M trên mặt phẳng ().
b) 
Tìm tọa độ điểm M đối xứng với M qua mặt phẳng ().
c) 
Tính khoảng cách từ điểm M đến mặt phẳng  ().
9. Cho hai đường thẳng



d:  và  d: .

Chứng minh d và dchéo nhau.
























Bài 4: PHƯƠNG TRÌNH MẶT [image: ]CẦU
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ÔN TẬP CHƯƠNG

[image: ]7.Cho bốn điểm A(-2; 6; 3), B(1; 0; 6), C(0; 2; -1), D(1; 4; 0).
a) Viết phương trình mặt phẳng (BCD). Suy ra ABCD là một tứ diện.
b) Tính chiều cao AH của tứ diện ABCD.
c) 
Viết phương trình mặt phẳng () chứa AB và song song với CD.



8.Lập phương trình tham số của đường thẳng:
a) Đi qua hai điểm A(1; 0; -3), B(3; -1; 0).
b) 
Đi qua điểm M(2; 3; -5) và song song với đường thẳng  có phương trình



9.Cho mặt phẳng () có phương trình 3x + 5y – z – 2 = 0 và đường thẳng d có phương trình


a) 
Tìm giao điểm M của đường thẳng d và mặt phẳng ().
b) 
Viết phương trình mặt phẳng () chứa điểm M và vuông góc với đường thẳng d.

10.Cho điểm A(-1; 2; -3), vectơ và đường thẳng d có phương trình:


a) 

Viết phương trình mặt phẳng () chứa điểm A và vuông góc với giá của .
b) 
Tìm giao điểm M của d và ().
c) 

Viết phương trình đường thẳng  đi qua điểm A, vuông góc với giá của  và cắt đường thẳng d.
11.Tìm tọa độ điểm H là hình chiếu vuông góc của điểm M(1;-1; 2) trên mặt 

phẳng (): 2x –y +2z +11 = 0.



12.Cho diểm M(2; 1; 0) và mặt phẳng (): x + 3y – z -27 = 0. Tìm tọa độ điểm Mđối xứng với M qua ().

13.Viết phương trình đường thẳng  vuông góc với mặt phẳng tọa độ (Oxz) và cắt hai đường thẳng



d:  và  d: .
14. Tìm tâm và bán kính của các mặt cầu có phương trình sau:

    a) 

    b) 
 15. Lập phương trình mặt cầu trong hai trường hợp sau:
   a) Có đường kính AB với A = (4; -3; 7), B = (2; 1; 3);
   b) Đi qua điểm A = (5; -2; 1) và có tâm C = (3; -3; 1) . 
 CHƯƠNG IV: THỐNG KÊ VÀ XÁC SUẤT (PHẦN 3)
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BÀI 2: CÁC QUY TẮC TÍNH XÁC SUẤT 
(CÔNG THỨC XÁC SUẤT TOÀN PHẦN. CÔNG THỨC BAYES)
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MOT SO YEU TO XAC SUAT

Trong chuong nay, ching ta sé tim hiéu nhiing néi dung sau
xée sust c6 diéu kién; cong thiic xéc sudt toan phan, cong thic Bayes.

Mt 16p ho ¢6 17 hoe sinh nif va 13 hoc sinh
nam. G 1dp hoc d6, ¢6 3 hoe sinh tén 12 Thanh,
trong d6 ¢6 1 hoe sinh nit va 2 hoe sinh nam. Thily
gido goi nglu nhién mot hoe sinh lén bing. Xét
hai bién ¢6 sau:

A: “Hoc sinh duge goi lén bing c6 tén Ia Thanh;
B: “Hoc sinh duge goi 1én biing 12 hoe sinh nd”.

Xdc sudt ciia bién cd /
dugc tinh nhut thé nao?

vai diéu ki¢n biéh ¢& B da xdy ra

an méu la tip hop Q gom hitu

‘Trong muc nay, ta ludn gi thiét phép thit T c6 khong
bién 6 déu lién quan dén

han phin tif va cdc két qui clia phép thil 1t dding khi niing, c4
phép thit d6.

@SB Trong bai todin & phin md ddu, hay tinh
a) Xic sudt dé hoc sinh dugc goi 1én bing c6 tén 1a Thanh, biét ring hoc sinh d6 1a ni;
< P(ANB)  P(ANB)

b) Tis6 Tt d6, bty so sdinh xd suit tinh duge & ci ) vdi 56 —C 2
Trong trudng hop tng quat. ta c6 dinh nghia sau:
[
) Cho hai bi€n ¢& A va B. Xéc sudt clia bién ¢3 A véi diéu kién bién ¢d B da xdy ra
duge goi 1a xdc sudt cia A vdi diéu ki¢n B,k hi¢u 1a P(A | B).
Néu P(B) > 0 thi P(A1B) = TAE)
P(B)
%
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Nhdn xét
« T dinh nghia cita xdc suit ¢6 diéu kién, ta suy ra: Néu P(B) > 0 thi
P(A~ B)=P(B).PAIB).
« Nguoi ta chiing minh duge ring: Néu A, B 1 hai bigh & bit ki thi
P(An B)=P(A). P(BIA)=P(B). PA| B)

Cong thilc trén duge goi 12 cong thitc nhan xdc sud.

Vidu1 | Cho hai bién ¢§ A, B ¢6 P(A) = 04; P(B) = 0,6; P(A ~ B) = 0,2. Tinh cdc xic
suit sau: P(A | B); P(BI A).

Gidi

Taesy P B)=EA0E) 02 1 _P(BnA)_02

5 P(BIA)
P(B) 06 3 P@A) 04

0.5.

Vidu2 | Trong ki kiém tra mon Todn clia mdt truding trung hoc phd thong ¢6 200 hoe
sinh tham gia, trong d6 c6 95 hoe sinh nam va 105 hoc sinh nit. Khi cong b két qua ciia ki
kiém tra d6, ¢6 50 hoc sinh dat diém gidi, trong d6 c6 24 hoe sinh nam va 26 hoc sinh ni.
Chon ra nglu nhién mdt hoc sinh trong 56200 hoe sinh 6. Tinh xdc sudt dé hoe sinh duge
chon ra dat diém gii, biét ring hoc sinh d6 13 nif (Fam tron két qua dén hang phin trim).

Gidi

X¢t hai biéh cd sau: _
"2 Mot hop ¢6 6 qua bong mau

A: “Hoc sinh duge chon ra dat diém gioi”;
: oo i o xanh, 4 qui bong mau 46 cic
B: “Hoc sinh duge chon ra Ia hoe sinh nd”, 4 ki I

qui bd:ﬁg
Khi 06, xdc sudt dé hoc sinh duge chon ra dat diém  Iugng nhu nhau. Liy ngdu nhién
gidi, bit ring hoc sinh d6 1a nd, chinh 1a xdc sudt gt hai qui bong trong hop.

% s 1y khong hoan lai. Tim xdc suit
ciia A Vi didu kién B. s b s o e
Do ¢626 hoe sinh ni dat diém gidi nén mau 46, biét ring lin th nhit

P\Anm:;:o:n.u. IS AU

Do c6 105 hoe sinh n nén P(B) = % 0.525. Vi thé, ta c6:
pa1g=2AE) OB oo
P(B)
Vi xic suit 4 hoe sinh duge chon ra dat dim gioi, biét ring hoc sinh d6 1a nd, 13 0,25,
Nhdn xét: Cho hai biéh c8 A va B vai P(B) > 0. Khi 06, ta c6: P(A1B) = % .
u
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Vidu3 | Trong 10 000 o so mi xudt khdu ctia mdt doanh nghiép dét may c6 1 000 do
50 mi trdng. Cic o s0 mi trfing d6 gdm ba cd: 40, 41, 42, trong d6 ¢6 200 do ¢3 40. Chon
ra ngdu nhién mt chiée do trong 10 000 fo s6 mi xudt khdu. Gid sit chié o so mi duge
chon ra 1a fio s0 mi tring. Tinh xfc sut 4& chiée do sd mi d6 ¢6 ¢d 40.

Giii
Xét hai biéh ¢ sau: _
A: “Ao duge chon ra ¢6 63 407 e
B Ao dige chon ra i fo so mi tfng”. miu ving. Trén mdi chide the

Khi 06, xic sui 0 chice o 5o mi duge chon 1ac6 gt 303 4 5 g 80 ahite

©3 40, biét ring chi€c do so mi d6 14 do so mi tring,  thé mau vang ghi 5 5. Chon ra

chinh Ia xde suil ¢6 diéu kién P(A1B). ngiu nhién mdt chiée the trong

: hop dung the. G sit chice the

Ap dung cong thiic (), ta c6: > s \ing, Tioh
(A B

P(A1B)= 08 cie h 06 gh 5.

Viy xdc sudt dé chi€c 4o s6 mi dude chon ra ¢6 ¢d 40, biét ring chiée do s6 mi d6 Ia do
somi tring, 1202,

Xie suiit ¢6 diéu kign c6 nhiéu dng dung trong thyc tién. Ching han, ta 6 thé lam quen
Vi ting dung cia xdc suft ¢6 didu kién trong Y hoc, Kinh ¢ qua nhilng vi dy sau.

| Mét cong ty dude phim gidi thiéu mdt dung cu kiém tra sdm bénh s6t xuit
huyét. V& kiém dinh chdt luong cita sin phdm, ho cho bigt nh sau: S6 ngudi duge thi 1a
9000, trong 53 d6 6 1 500 ngudsi da bi nhiém bénh st xudt huyét vi 6 7 500 ngudi khong
bi nhiém bénh s6t xuit huyét. Khi thif bling dung cy clia cong ty, trong 1 500 ngudi da bi
nhiém bénh s6t xut huyét, ¢6 769% s6 ngudi d6 cho k&t qui duong tinh, con lgi cho két qui
4m tinh. Mt khic, trong 7 500 nguidi khong bj nhiém bénh st xudt huyét, e6 7% s ngudi
d6 cho ket qua duong tinh, cdn lai cho két qud m tinh khi kiém tra.

) Chon s& thich hop cho (7] trong Bdng 1 (don vi: ngudsi). So sanh s& ngudi 6 két qua
duong tinh khi thif nghiém vGi & ngudsi bi nhiém bénh st xuit huyét.

e Kt quit thit nghiém
W Dung tinh | Am tinh
Tinh trang bénh s
Nhiém bénh ®
Khong nhiém bénh

Bng |
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b) Chon ngdu nhién mét ngudsi trong s& nhilng ngudi thit nghiém. Tinh xdc sudt d& ngudi
duge chon ra bi nhiém bénh st xudt huyét, biét ring ngudi d6 ¢6 két qua thit nghiém
duong tinh (1am trdn két qud dén hang phin mud

) Nha sin xudt khiing dinh dung cy cho két qué diing voi hon 90% s trutding hop ¢6 két
qui duong tinh. Khiing dinh d6 6 ding khong?

Gidi

a) « Trong 1 500 ngudi da bj nhiém bénh st xudt huy@t, 8 ngudi cho két qui duong tinh
(khi kiém tra) 1a: 76% . 1 500 = 1 140 (ngudsi).

Trong 1 500 ngui da bi nhiém bénh s6t xudt huyét, s& ngudsi cho két qua am tinh (khi

=525 (ngudi). Do d6, s& ngudi khong bi nhiém bénh
8t xudit by cho ket qua fm tiak (i kidm tra) B 7:500 — 525 = 6 975 (ngudi.

Tit d6, Bang 1 duge hoan thién basi Bang 2 (don vi: ngudi).

T Kélqu thifnghiém

Duongtinh  Am tinh
Tinh trang bénh

Nhiém bénh 1140 360
Khong nhiém bénh 525 6975

Bing 2
Tit Bang 2 ta thily s6 ngudi ¢6 két qua duong tinh khi thit nghiém 13:
525+ 1140= 1665 > 1 500.
b) Xét cic bién cf
A:“Ngudi duge chon ra trong s nhilng ngui thif nghiém 13 bi nhiém bénh s6t xudt huyt™;
B: “Ngudi duge chon ra trong s& nhilng ngudi thit nghiém cho k&t quil duong tinh (khi

kiém tra)”.
Tit e d lidu théng ke & Bang 2, ta co:
1665 37 _
BB = 00200 73 Viicicgid thiétnhud Vidu,
T chon ngdu nhién mot ngudi trong
PANB)=——=—. s nhilng ngudi thit nghiém. Tinh
9000 150 xiic suit dé ngudi dude chon ra
- 19 37 _76 . bi nhiém bénh sot xud huyé,
VoY RN = o5 tanet i biét ring ngui 46 c6 ket qui thit
©) Do 68.,5% < 90% nén khing dinh ciia nha sin xuit g“h’;"n;’;h‘i";"m‘“g)m ket qui
1 khong ding.
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Chui y: Ngudji ta ching minh duge tinh chdt sau chi ra méi lién hé gitta xde sudt ¢6 diéu
kién va biéh ¢ doc lap:

Cho A va B I hai bién ¢ vdi 0 < P(4) < 1, 0 < P(B) < L. Khi d6, A vi B 1z hai
bién ¢6 doc Iap khi va chi khi

P(A)=P(A|B)=P(A|B) vi P(B)=P(BI A)=P(BI A).

Nin xét: Tinh chit wén gidi thich vi sao hai bién ¢ 1a doc 1p néu viée xdy ra hay
khéng xdy ra ciia bién cd nay khong lam anh hudng dén xdc suiit xiy ra ciia bién ¢d kia.

11. sU DUNG SO DO HINH CAY DE TiNH XAC SUAT c6 DIy

Bic An cia mdt khic g5 thanh ba khdi nho. M3i khéi nhd dude son bing mot
trong hai mau xanh hofic vang. V& so d hinh cdy biéu thi cdc khd niing ma bic An c6
thé son mau cho khic g6 6.

Vide5 | Mothopc6 8 vién bi mau do vi 5 vién bi miu ving: edc vién bi c6 kich thude
va khdi lugng nhut nhaw. C6 5 vién bi trong hop duge ddnh 55, trong d6 ¢6 3 vién bi mau
6 va 2 vién bi miu vang. Liy ngiu nhién mot vién bi trong hop. Diing s d hinh cdy,
tinh xdc sudt d€ vién bi duge 14y ra c6 mau do, biét ring vién bi d6 dudge dinh s3.

Gidi
Xét hai biéh ¢ sau:
A: “Vién bi dugc 1y ra c6 mau do";
B:“Vién bi duge 1y ra c6 ddnh 56"

i 6, xdic sudft € vién bi duge 1y ra 6 mau do,
1a xdc suit ¢6 diéu kién P(A | B).
S0 b hinh cdy biu thi cdch tinh xdc sudt ¢6 diéu kién P(A | B), duge v& nht sau:

‘ rling vién bi d6 dudc dinh s, chinh

Vién bi dige Ty ra

P(B)

[\ 8 +Vien b duoe 1y r o inh 55° | (B vien i duge 15y khomg aion 55|
paIn)-3 2 paip-3 2

A1B)=2 PAIn-F o PAIB)=2
‘ “Vién bi dude ‘ A:*Vién bi duge ‘ @ ‘ ‘ A: “Vien bi duge
Iy ra c6 miu 46" iy ra c6 mau vang?| | 1y iy ra c6 mau vang’)
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Viy xiic suit d vién bi duge Iy ra 6 mau p—
MGt i ¢6 10 hop sita chua diu va 10

ab, biét riing vién bi d6 ¢6 danh s6, 12 0,6.

hop sia chua nha dam; cdc hop s chua
Chii - Ap dung cong thifc (¥), tacé thé tinh: €6 kich thude va khdi ugng nhu nhau.
€6 12 hop sila chua trong ti 1 sifa chua
khong dudng, trong 46 c6 6 hop st chua
diu va 6 hop sla chua nha da. Ly ngdu
nhién mot hop sia chua trong ti. Diing 59
48 hinh cdy, tinh xdc sufit dé hop sia chua
duoe 1y ra 12 hop sita chua dau, biét ring
'hop sl chua do 1 sia chua khong dudng.

1. Cho hai bién ¢5 déc lap A, B vdi P(A) = 0.8, P(B) = 0.25. Khi d6, P(A | B) biing:
A.02. B.0S. C.025. D.0,75.

2. Cho hai bién c5 A, B ¢6 P(4) = 0,6; P(B) = 0.8; P(A~ B) = 04, Tinh cdc xdc sud sau:
) P(BIA); P(BI A). b) P(AnB).

3. Mot hop ¢6 3 qui béng miu xanh, 4 qui bong mau 40 cic qui bong c6 kich thude
va ki lugng nhu nhau. Ly bng ngdu nhién hai 14n lién tiép. trong d6 mGi 1in 1y
ngdu nhién mot qu béng trong hop. ghi lai mau cita qui béng 1dy ra va bd lai qui
béng d6 vio hap. Xét cd bién ¢6:

A: “Qua béng mau xanh ducc 18y ra & 14n th nhit™;
B: “Qui béng miu d duge iy ra & 1in thi hai”.
Ching minh ring A, B 1a hai bién c3 doc I4p.

4. Cho hai xiic xiic ciin d3i va dong chit. Gieo ldn lugt ting xiic xdc trong hai xiic xic
d6. Tinh xdc suit d€ tong s6 chdm xuat hién trén hai xtc xdc bing 6, biét ring xic
xdic thd nhit xudt hién mit 4 chdm.

5. Mot doanh nghiép trude khi xudit khiu do so mi phii qua hai lin kiém tra chit lugng
sin phdm, néu cd hai lin déu dat thi chiéc do d6 mdi di tiéu chudn xuit khdu. Biét
riing binh quan 98% sin phim 1am ra qua dugc 1in kiém tra thd nhat va 95% sin
phim qua dudc Idn kiém tra thil nhat sé tiép tuc qua dude 1n kiém tra thi hai. Tinh
xiic suit 4é mdt chiéc o so mi dii tiéu chudn xuit khdu.

10 sin phdm ¢6 20 sin phim, trong 6 ¢6 5 sin phdm chit lugng thip. Liy lién
i€ 2 sin phiim trong 16 sin phim trén, trong d6 sin phim 1dy ra & 4n thd nhit
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khéng duge bé lai vao 16 sin phim. Tinh xdc suit dé ci hai sin phim dugec 13y ra
déu c6 chilt igng thip.

sich 6 10 quyén sich Khoa hoc va 15 quyén sich Nghé thuit. C6
h viét biing tiéng Anh, trong d6 3 quyén séch Khoa hoc va 6 quyén sich
ic quyén sdch cdn lai viét bing tiéng Viét. Liy ngdu nhién mot quyén
sich. Ding 50 dd hinh cdy, tinh xie sudt d€ quyén sich duge 1dy ra la sich viét biing
g Viét, biét ring quyén sdch d6 1a sich Khoa hoe.

8. €6 2 linh kign dién tif, xdc sudt d¢ mdi linh kién hong trong mot thai diém bit ki
In lugt 12: 0,01: 0,02. Hai linh kién d6 duge 1dp vio mdt mach dién theo s dd &
Hinh 1a, Ib. Trong mdi trtng hop, hay tinh xfc suft dé trong mach dién c6 dong
dién chay qua.

a) b
Hinh 1

9%
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s CONG THUC XAc SUAT TOAN PHAN.
= CONG THUC BAYES

Diy chuyén ldp rdp 0 6 dién gom cic
linh kign 12 sin phim do hai nhi mdy sin
xudt ra. S linh kién nha méy 1 sin xuft ra
chiém 55% tong s6 58 linh kién
nha m4 ft ra chi€m 45% tong
s linh kién; ti 1¢ linh Kin dat tiéu chudn
ciia nha mdy 112 90%, ciia nha mdy 11 1a
87%. Ly ra ngiu nhién mot linh kién tr
(Nguén: hups://shutterstock.com) ddy chuyén Idp rdp d6 d€ kiém tra.

11 sin xi

Xdic sudt dé linh ki¢n dutgc Idy ra dat tiéu chudn 1a bao nhiéu? a

Trong muc ny, ta ludn gid thiét phép thif 7 ¢6 khong gian miu 1a tap hop Q gdm hilu
han phén tif va céic két qua ciia phép thit la dng kha ning, cc bién ¢d déu lién quan dén
phép thir d6.

1. CONG THUC XAC SUAT TOAN PHAN

@ Mt hop 6 24 chice thé cing loai, mdi thé duge ghi mat trong cde 5 1, 2,
hai the khc nhau thi ghi hai 6 khéc nhau. Rt ngdu nhién | chiée thé trong
h()p Xeébiéhn o A: “SG xudithién trén thé duge rit ra la 53 chia hét cho 3" va biéh 6 B:
 cho 4",

ién trén thé dude rit ra 13 s chia
a) Vi€t cdc tap con ciia khong gian miu tiong ding
Vi cic bién G A, B, A B, A~ B (Hinh 2).
b) So sénh
A VA (AR B)+n(ArB).
chiing 6 ring:
P(A)=P(AnB)+P(ANB).

©) Sosdnh: P(AnB) va P(B). P(AI B): Q
P(AnB) vi P(B). P(AIB). v
Tit 6, hity chiing t6 ring: A
P(A)=P(B). P(A1 B)+P(B) . P(AIB), Hih2

Tit 6,
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Ta c6 cong thilc sau (goi 12 cng thitc xdc sudt toan phan):

E Cho hai bién ¢5 A, Bv6i 0<P(B) < 1, ta

P(A)=P(AnB)+P(ANB)=P(B). P(A| B) +P(B) . P(AI B).

Vidu1 | Theo mot s& liéu thdng k&, nim 2004 & Canada c6 65% nam gidi 1a thita
cin v 53.4% nil gidi I thita can. Nam gi6i va nd gidi & Canada déu chiém 50% din 56
ci nude (Ngubn: F. M. Dekking et al., A modern introduction to probability and
statistics — Understanding why and how, Springer, 2005). Hi ring, trong nim 2004,
xdc suit d& mot ngudi Canada duge chon ngdu nhién 12 ngudi thita can biing bao nhiéu?

Gidi
Xét hai biéh ¢ sau:
A
B
Tit gid thiét ta c6:

P(B)=P(B)=50%=0.5; P(AlB)=65%=0.65: P(A| B)=53,4%=0,534.
Theo cong thiie xde sudt toan phin, ta ¢6:

245 duge chon ra 13 ngudi thita cin’
" (biéh ¢& B: “Ngudi dugde chon ra 1a nil gidi”).

210 duige chon ra 2 nam i

P(A)=P(B). P(AIB)+P(B) . P(A1 B)=0,5.0.65+0.5. 0,534
Vily xde sudt dé mot ngudi Canada duge chon ngdu nhién 12 ngudi thita cin biing 0,592
NGi cich khdc, t ¢ ngudi Canada thita cén 12 59,2%.

Vidu2 | Mt hop 6 60 vién bi mau xanh va 40 vién bi mau dé; cdc vién bi c6 kich
thuide va khdi igng nhu nhau. Sau khi thing ké, ngudi ta thily: c6 50% s6 vién bi mau
xanh ¢ ddn nhéin va 75% s& vién bi mau d ¢6 ddn nhin; nhiing vién bi con lai khong
dén nhin.

) Chon s& thich hop cho [?) trong Bdng 3 (don vi: vién bi).

Din nhin |

Cédinnhin | Khong dén nhin
Miobi s

bo

Xanh

Bang 3
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b) Ldy ra ngdu nhién mgt vién bi trong hop. St dung cong thite xdc sudt toan phin, tinh
xiic suiit &€ vién bi duge 1dy ra 6 ddn nhin.

Gidi

a) S3 vién bi maw d6 c6 ddn nhan 1a: 75% . 40 = 30 (vién bi).
S8 vién bi miu xanh c6 dén nhain 12: 50% . 60 = 30 (vién bi).

pe Cé diin nhil Khéng din nhii
W n nbin g din nhin
Po 30 10
Xanh 30 30

Bing 4
Sau khi hoan thién Bdng 3, ta nhin dugc Bang 4 (don vi: vién bi).

b) Xét hai bién c& sau:

Az “Vién bi dugc chon ra ¢6 ddn nhan™;
B: “Vién bi duge chon ra ¢6 mau d6”.

Khi 46, ta c6:

40 iz 3
P P(B)=1-P(B 2
(B) 10 (B) (B) 3
PalBy=2_3 N puip-2021
! 60 2

Ap dung cong thiic xdc suit toan phin, ta c6:

P(A)=P(B).P(A| B)+P(B). P(A1 B)

Viy xiic sudt d vién bi dude Iy ra c6 dén nhin bing %

Vidy3 | Trong trd choi hii hoa c6 thudng ciia 1dp 12A, ¢ gido treo 10 bong hoa trén
canh cdy, trong d6 ¢6 5 bong hoa chdta phiéu c6 thutng. Ban Binh hii bong hoa diu tién,
sau 6 ban An hii bong hoa thi hai.

) V& sd @6 hinh cdy biéu thi tinh hudng trén.

b) Tir 6, tinh xdc suit ban An hii duge bong hoa chia phicu c6 thudng.

%
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Gidi

‘Bong hoa ban An hii duge chia phicu c6 thung”;
B: “Bong hoa ban Binh hdi duge chita phiu c6 thudng”™.

Khi d6, ta c6:
P(B)=—
(B) A
) So dd hinh cy biéu thi tinh hudng da cho 1a:
Bong hoa ban Binh hdi ra Bong hoa ban An i ra Pﬂiy i
‘ phén md ddu bing phudng
A phip st dung s
Pa1B-3 hinh cy nhu rong Vi du 3.
i
P(B)= S B A
2 = A
P2
PE)-L B

7y
b) Ap dung cong thile xdc suit toan phin, ta c6:
= = 14

P(A)=P(B). P(AIB)+ P(B) . P(AI B)== - = 4= .2 =
()(J()()<)29192

Viy xiic sudt ban An hdi dugc bong hoa chita phidu c6 thudng bing %

1I. CONG THUC BAYES
(@SB Xeét hai bih ¢6 A, B trong Hoat dong 1.

a) Tinh: P(4), P(B), P(A | B) va P(BI A).

b) So sénh: P31 4) va PELPALE)
P(A)

Ta 6 cong thic sau (goi 1 cdng thiic Bayes):

ma P(A) >0, P(B) >0, ta c6: P(BIA) =

P(A)

100
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Nhdn xét: Cho hai bién ¢ A, B vdi P(A) > 0,0 < P(B) < 1. Do
P(A)=P(B).P(A| B)+P(B). P(A| B)
P(B).P(A|B)

nén cong thic Bayes con c6 dang: P(B1A)= - _
P(B). P(A| B)+P(B). P(A B)

JVidu4 | Cho hai bién c6 A, B sao cho P(A) = 0
P(B) =04: P(A1B) =0.3. Tinh P(BIA).

Gidi sao cho P(A) 04
Ap dung cong thitc Bayes, ta c6: P(B)=08: P(B1A)=03.
ppi=RE PALD_04.03 ., Tinh P(A | B).

P(A) 0.6

Vidu5 ] G sit c6 mot logi bénh ma t I¢ ngudi méc bnh 1a 0,1%. Gid st 6 mdt
xét nghiém, m ai méc bénh khi xét nghiém ciing ¢6 phin ting duong tinh, nhung t 1&
phan ting duong tinh gid 12 5% (tdc 1A trong s nhiing ngudi khong bi bénh c6 5% 55
ngudi xét nghiém lai c6 phin ting duong tinh).

) Vesadd biéu thi tinh huGng trén.
b) Khi mot ngudi xét nghiém c6 phin dng duong tinh thi khi niing mic bénh cita ngudi
@6 1a bao nhiéu phén trim (1am tron két qua dén hang phan trim)?
Gidi
) Xét hai bién c6: K: “Ngudsi duge chon ra khong méc bgnh™;
D: *Ngudsi duige chon ra c6 phin dng duong tinh”
Do ti 1& ngudi mic bénh 12 0,1% = 0,001 nén P(K) = 1 - 0,001 =0999.
Trong s nhilng ngudi khong méc bénh ¢6 5% s6 ngudi ¢ phin ting duong tinh nén
P(D1K) 0,05. Vi ai mic bénh khi xét nghi¢m ciing ¢6 phin tng duong tinh

nén P(D1 K)=1.
S0 db hinh cdy & Hinh 3 biéu thi tinh hudng d cho. §_
PDIK) =005 B Dt bift o 5% din
=0 ng bi mi mau, va 0.25%
‘phy i bj m miu (Veudn:

F. M. Dekking et al., A mod-
em _introduction o prob-
ability and statstics - Un-
derstanding why and how,
Springer, 2005). Gid sit 56
dan Gng bing s phy i,
Chon mdt ngudi bi mit
maw mi céch ngdu nhién,
Hoi xic suit dé ngudi do
I3 din ong I bao nhiéu?

P(K) = 0,999

ool

P(K) = 0,001

Hinh 3
101
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b) Ta thdy: Kha néing mic bénh ctia mot ngudi xét nghi¢m c6 phan tng ducng tinh chinh
1a P(K | D). Ap dung cong thilc Bayes, ta ¢6:
P(K). P(DIK) _ 0,001
P(DIK)+P(K) . P(DIK)  0.001+0,999.0.05
h ciia mdt ngudi xét nghiém c6 phin tng dudng tinh 1a 1.96%.

P(KID)=—
P(K)

Viy xdic sudt mic

. BAI TAP

1. Cho hai biéh c§ A, B véi P(B) = 0.6; P(A | B) = 0,7 va P(AIB)=
P(A) biing:
A.07. B.0A. C.058. D.0.52.

~1,96%.

2. C6hai chiée hop, hop T ¢6 5 vién bi mau tring va 5 vién bi mau den, hop I ¢6 6 vién
bi mau triing va 4 vién bi mau den, cdc vién bi 6 cing kich thude v khdi lugng
Ly ngdu nhién dng thas hai vién bi tit hop I b6 sang hop I1. Sau 6 1y ngiu nhién
mot vién bi tr hop I1.

a) Tinh xdc sut a€ vién bi duge Iy ra 1a vién bi mau tring.
b) Gid sif vién bi dugc Iy ra I vién bi mau tring. Tinh xdc sudt vién bi mau tring
46 thudc hop 1.

Mot logi linh kién do hai nha mdy 561, s6 11 ciing sin xudft Ti ¢ phé phdm cia cdc
nha miy 1, 11 1in lugt 1a: 4%: 3%. Trong mot 16 linh ki¢n d& 1dn 19n 80 sin phdm cia
nha mdy 55 1 va 120 sin phdm cita nha mdy s 11 Mot khich hang 13y ngdu nhién
‘mot linh ki¢n tr 16 hang do.

a) Tinh xdc sudt d€ linh kién duge Idy ra 1a linh kién t6t.

b) Gid sit linh kign dutge 1y ra 12 linh kién phé phim. Xc suft linh kién d6 do nha
méy nio sin xudt 1a cao nhit?

4. Mot chiéc hop c6 20 chic thé ciing loai, trong d6 ¢6 2 chiéc thé mau xanh va 18 chicc
thé mau tring. Ban Chéu rit thé hai 1in mdt cdch ngdu nhién, mbi 1an rit mot thé va
thé dude it ra khong bo lai hop. Tinh xdc sudt dé ca hai 1in ban Chau déu rit dude
thé mdu xanh.

5. Niim 2001, Cong déng chiu Au c6 lam mdt dt kiém tra rdt rdng ri edc con bd d&
phit hién nhitng con bi bénh b dién. Khong ¢6 xét nghiém ndo cho két qui chinh xdc
100%. Mot loai xét nghiém, ma & diy ta goi 1 xét nghiém A, cho ket qua nhu sau:
khi con b bi bénh bo dién thi xdc sut dé c6 phin ting duong tinh trong xét nghiém
A1a70%, con khi con bd khong bi bénh thi xdc suiit dé ¢6 phan ting diong tinh trong
xét nghiém A 12 10%. Biét ring ti 1¢ bd bi méc bénh bod dién & Ha Lan 12 13 con trén
1000 000 con (Nguén: F. M. Dekking et . & modern introduction to probabilty and staisics —
Understanding why and how, Springer, 2005). Hoi khi mdt con bd & Ha Lan ¢6 phin dng
dudng tinh vdi xét nghiém A thi xéc sut &é n6 bi mic bénh b dién 1 bao nhiéu?
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BAI TAP CUSI CHUGNG VI

Cho hai bién ¢& xung khic A, B véi P(A) = 0.2; P(B) = 0.4. Khi d6, P(A | B) biing:
A0S, B.02. C.04. D.0.

2. Mot cita hang kinh doanh t6 chic riit tham tring thuéng cho hai loai sin pham. Ti
1¢ triing thuding cita cdc loai sin phdm 1, 11 ldn Iugt 1a: 6%; 4%. Trong mot hop kin
gm cdc thim ciing logi, ngudi ta d€ 1in 10n 200 chiée thim cho sin phim logi I va
300 chiée thiim cho sin phim loai I1. Mot khch hing 18y ngdu nhién 1 chic thim
it chice hop 6.

a) Tinh xdc sudt dé chiéc tham dudgc 1dy ra Ia tring thudng.
b) G sif chice thiim duge 14y ra la tring thudng. Xae sudt chice thim d6 thude logi
sin phim nao la cao nhit?

3. MGt xa thil bin vao bia s& 1 va bia s6 2. Xdc suit dé xa thi d6 bin tring bia s6 1,
bia 532 1in lugt 12 0.8; 0.9. Xdc sudf dé xa this d6 biin triing ca hai bia 12 0.8. Xét hai
bién ¢4 sau:

A:*Xa thi d6 bin triing bia & 17
B: “Xa thit d6 biin tring bia 532",
a) Hai biéh i A va B c6 doe 1gp hay khong?

b) Biét xa thit d6 biin tring bia 56 1, tinh xdc sudt xa thi d6 bin tring bia 3 2.
) Biét xa thii d6 khong bén triing bia s6 1, tinh xdc sudt xa thii d6 bin tring bia s 2.

4. Mt chiée hdp c6 40 vién bi, trong d6 c6 12 vién bi mau do va 28 vién bi mau vang;
cdic vién bi ¢6 kich thude va khéi Itgng nhut nhau. Ban Ngén 1y ngdu nhién vién bi
tit chiée hop d6 hai 1in, mGi 1dn 1dy ra mot vién bi va vién bi duge 1dy ra khong bo
lai hop. Tinh xde suft dé cd hai 1dn ban Ngan déu 14y ra duge vién bi mau vang.

L

i it trong mot nhom ngudi ¢6 2 ngudi nhim bénh, 58 ngudi con lai 1a khong
ohiém bénh. DE phit hign ra ngudi nhiém bérh, ngudi t té hanh xét nghiém i ci
moi ngui cia nhom d6. Bict ring AGi v0i nguoi nhiém bénh, xic sudi xét nghiém
<6 két qui duong tinh Ia 85%, nhung di vdi ngudi khong nhiém bénh thi xde suit
d& bi xét nghiém c6 phn ting dudng tinh 1a 7%.

4) V& s dd hinh cdy biéu thi tinh hudng rén.

b) Gi sif X 1 mt ngudi trong nhom bi xét nghiém c6 két qud duong tinh. Tinh xdc
suit dé X 1a ngudi nhiém bénh.
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VI. MOT 6 UNG DUNG CUA PHUGNG TRINH MAT PHANG TRONG
THUC TIEN

Phutong trinh mit phing c6 nhiéu ting dyng trong thit tién nhu trong thiét k& xdy dung,

tinh todn cdc y&u & ki thudt, ... Ta s& tim hiéu qua mét s vi du sau day.

u 15] Hink 17 minh hoa B(10:20: 10)
hinh dnh hai mdi nha ciia mot
2 kho trong khong gian v6i hé
t0a do Oxyz (don vi trén mdi tryc
toa 0 1a méy). Cic biic wong
clia nha kho déu dugc xdy vung
g6c Vi mit dit.
a) Lap phuong trinh cita hai mit
phiing tong dng mdi mdi nha.
b) Tim toa 8 ciia diém Q.

€(0;20;10)

A(10:0:9)

&) Timtoa fia yscta: la Hinh 17.
Gidi
a) Hai mit phing tiong dng m&i mdi nha 1a (ABP) va (CDP).

*Domiitphiing (ABP) 6 cip vectochiphuongla AB = (020 1), AP
nén ¢6 mot vectd phép tuyén 1a:

(a7
0
Ma mit phing (ABP) di qua diém A(10;

= 60(x~ 10) = 5(y~ 0) + 100(z

* Do mijt phiing (CDP) c6 cip vectdchi phudng 1 DP = (5; 0 ~ 3), DY
nén c6 mot vecto phap tuyén Ia:
5 o

[o8,p¢]-||° -
o 1 0o 20
Ma miit phing (CDP) di qua diém D(0 ; 0 ; 9) nén ¢6 phudng trinh la:

60(x = 0) = 5(y = 0) + 100(z = 9) = 0 &> 12x = y + 20z 180 = 0.

b) Vi cfic bile widng clia nha kho déu duge xdy vudng gée vi mit dit nén vdi hé toa do
trén ta 6 Q(x 1205 2).

9) nén c6 phuong trinh 1a
9)=06 12v+y-20:

0:20:1)

3 4,

]:(eu.—s:loo).

Do diém Q thubc it phing (ABP) nén tog d ciia diém Q thoi mn:
12¢+20 - 20z + 60 =0, tde 13 3x — 52 = - 20.
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Mit khdc, Vi AC, AB Ia hai vecto ciing hudng nén tbn tai s thyc 1 > 0 sa0 cho
AC=1AB. Do

AC=(xc=3:yc+25
AB=(3-3;7.5+2,5:0-0,5=(0:10;-0.5)

%p=3

Yo =100-2.5

2 ==05t+0,5.

ViCe (a)nén3-(10r-2,5)+10(-0,51+0,5)=9 <> 1=0,1. Suy ra C(3; - 1,5:0,45).
Vi tai vi trf C, d0 cao clia mdy bay Ia 0,45 km.

Weirze

1. Phudng trinh ndo sau ddy la phudng trinh tong qudt cia mat phing?
A - +2y+3z+4=0. B.2x-y+2+5=0.
D.3x—dy=5z+1=0

2. Mit phing x + 2y — 3z + 4 = 0 c6 mdt vectd phip tuyén la:
-3:4). B. i, =(1:2:9).
=(1;2;4).

1;25-3). D. i,

Lép phuong trinh miit phng (P) di qua diém /(3 ; =41 5) vanhan 7i=(2;7; - 1)
1am vectd phip tuy&n.

4. Lip phucng trinh mit phing (P) di qua diém K(= 12
i=(132:3), ¥=(4:5:6) lam cip vecto chi phuong.

3) vi nhin hai vecto

Lip phuong trinh mat phing (P) di qua:

a) Diém /(3 ;-4 1) va vudng gée véi truc Ox;

b) Diém K(~ 24 ; - 1) va song song vdi mat phing (Ozx);

) Diém K(-2:4: — 1) va song song vdi mat phiing (Q): 3x + 7y + 10z + 1 = 0.

6. Lip phuong trinh miit phing (P) di qua ba diém A(1 5 15 1), B0 :4:0), C(2:2:0).

\p phuong trinh mit phing theo doan chin ciia mijt phing (P), biét (P) di qua ba
diém A5 :00), BO;330), C05056).
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du12] Trén mt sudn ndi (c6 o nghieng déu),
ngudi ta trbng mot ey thong va mudn gid nd khong b
nghiéng bing hai soi diy neo nhu Hinh 34. Gid thiét
cily thong moc thing ddng va trong mot hé toa do phi
hop, cdc diém O (gbc cay thong) va A, B (n
neo) 6 toa do wiong tng 1 0(0 : 0 ; 0), A
B 5 ). don vi trén méi tryc toa d9 la mét. Hinh 34
Biét ring hai ddy neo déu duge bude vio cy thong tai diém (0; 03 5) va duge kéo ciing
tao thanh cdc doan thing.

a) Tinh 49 dai ciia mi ddy neo duge sif dung.
b) Tinh géc tao b méi diy neo va mit phing sudn ndi (1am tron két qu dén hang don
vi cita d0).

Gidi
) Do diém C(0; 0 5) nén AC =(3-0)2 + (- 4-0)> +(2=5)* =\34 (m);

(- 5-07 +(-2-07 +(1-5)* =45 =35 (m).

~5:~2:1) nén
-4 2 3

AP H-0;-13;
2 'L =5'|-5
0;152) lamot veetd phip tuyén ciia mt phing (OAB).
it khic, do CA=(3;-4;-3), BC

2:4) néntacé:
0+(=4).1+(-3).2 _ 10

V315 Vino'

suy ra (CA, (OAB)) ~ 50°. Vi géc tao bdi day neo CA vh miit phing sudn ndi 1
khoing 50°.

* sin(CA, (OAB))

* sin(BC, (0AB)) = |cos(BC, i
[l il

suy ra (BC, (OAB)) ~ 42°. Viy géc tao boi
khoiing 42°.

Vidu 13] Trong khong gian véi hé toa 40 Oxyz, mdt cabin cdp treo xudt phit i didm
A(10: 3 0) vi chuyén dong déu theo duing cdp ¢6 vecto chi phuong 12 i = (2 - 2 1)
Vi t6c 4 13 4.5 m/s (don vi trén mdi tryc toa d0 1a mét) (Hinh 35).

4) Viét phuong trinh duding cdp.
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b) Gid sif sau 7 (s) k& tit liic xudt phét (z 2 0), cabin dén diém M. Tim toa d0 cia diém M.
) Cabin ditng & diém B 6 hoanh d6 x, = 550. Tim d6 dai quang dudng AB (lam tron két
qui d&n hing don vj clia mét).

d) Pudng cdp AB tao v6i miit phing (Oxy) gée bao nhiéu do (Iam tron két qua dén hang
2

don vi ciia

(Nguén: hips://shetersoc:com)
Hinh 35

Gidi

a) Phuong trinh chinh tc cia duong cép 1a: =10

[l =451 0).
Do hai vectd AM v ii I ciing phudng va cling hung nén AM = kii v6i k 1a s6 thye

V22 +(=2)* +1 =3k Do d6 3k =4,5¢. Suy ra

-3 %),
2

duong ndo d6. Suy ra: |AM]
k:JZ'. Vi thé, ta c6: AM
Goi toa 4o

Do AM

@
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PHUONG TRINH MAT CAU

Hinh 38 mé ta mot miit ciu trong khong gian.

Trong khong gian vdi h¢ toq @b Oxyz,
phutong trinh cia mat cdu duge lip
nhut the nao?

(Nguén:huips:/fshutterstock.com)
Hink 38

1. DINH NGHIA MAT CAuU

G Néu quay duong uon tim 1 M
bin kinh R quanh dudng kinh AB mot

vong (Hinh 39) thi hinh tao thanh A ]
duge goi 1a mit cdu. Nhing diém

thude miit cu d6 cdch 7 mot khodng

bing bao nhiéu? Hinh 39 (Ngudn:
htips:/fwww.shutterstock.com)

Cho trude diém / va s6 dudng R. Mt cdu tam / bén kinh R 12 tap hop tit ca cic
diém trong khong gian cdch diém / mot khoing biing R.

“Ban kinh Duong kinl

Tam

Nhin xét
* Diém M thude mit ciu tim 7 bin kinh R khi va chi khi 13 = R.
* Diém M niim trong miit ciu tim / bdn kinh R khi va chi khi IM < R.
* Diém M niim ngodi mit cAu tam / ban kinh R khi va chi khi IM > R.
81
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Vidu1 | Trong khong gian voi hé toa do Oxyz. cho mit chu tdm /(- 2 : 1 ; 5) bdn
3. Cic diém A(10: 1:2), BO; 1 : 4) va C(0 ; 3 : 4) nim trong, nim trén hay nim
ngodi miit clu d6?

Gidi

Do 1A = J10-(- 2 +(-1)} +2-57 =153 >3 5 Trong khng gian vdi
nén diém A(10; 1 ; 2) niim ngodi mit cu do. 'hé 10a 6 Oxyz, cho diém
Vi 1B = J0-(=2)7 +(1-1 +(4-57 =5<3 nén 5%:“,3,?,;,‘,,‘:’(;“:“,‘;‘
diém B(0; 15 4) niim trong mit ciu d6. Tinh bén kinh R ciia mit

Do 1€ = 0= 207 +@-17+@-57 =9=3 nen W |
diém C(0; 3 : 4) niim trén mit cdu do.

Trong bai hoc nay, néi khong cd chi ¥ gi thém thi ta hiéu cdc bai todn ditge xét trong
Khong gian véi hé 10a b Oxyz.

II. PHUONG TRINH MAT CAU

Cho hai diém M(x;y:2) va i@ : b 0).

) Viét cong thic tinh khodng cich giita hai diém M va 1.
b) Néu m

ién hé giila x, y vi liém M niim trén mét ciu tam / bén kinh R.

Phuong trinh clia mat ciu tam /(c ‘) bén kinh R I
(x-ay+(@-bP+@-cf=R%.

Vidu2 | Viét phuong trinh clia mit ciu, biét: 9 15k kton e

) Tam I(1 52 ; 3) bn kinh R = 10; mit chu o6 phiong twlah:

b) Tam /(3 : - 1 : — 5) va di qua diém B(0: 2 ). P54+ 1P =2,

Gidi

a) Phuong trinh cila mit cdu tm /(1 ; 2 : 3) bén kinh _
R=101(x— 1) +(y=27+(z-3)*= 100. '3 Viét phuong trinh ctia

b) Ban kinh mit ciu la: BLRlE
, 5 = ) Tam O bin kinh R v6i
R=IB=(0-3) +2+1y +(1+5 =54, 01 géc toa 45
Phuong trinh clia mit ciu tim /(3; = 1 ;- 5) bin kinh ~ b) Dudng kinh AB véi
. 5 A A(132:1),B3:437).
R=54 (=37 +(+ 1)’ +(+57=54.
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Nhdn xét
* Cho mit cu tam /(a ;

) bin kinh R 6 phuong trinh 1a:
(x—aP+(=bP+@—cf=R.
Ta c6 thé viét phuong trinh d6 vé dang:
Pty = 2ax—2by-2cz+d=0v6id=a + b+ - R
Viy méi mit ciu déu ¢6 phuong trinh dang: 2* + y* + 2% — 2ax = 2by - 2cz +d =0.

* Nguge lai, xét phudng trinh ¢6 dang: x> + y* + 2* = 2ax — 2by ~ 2cz +d = 0.
Tac6: o +y + 22 = 2ax = 2by 2z +d =0
o -2ax+a +y -2y + b+ P+ct-d

o @-al+(-br+
Do d6, phudng trinh x> + v + 2% = 2ax — 2by — 2¢z + d = 0 xdc dinh mt miit cdu khi va
chi khi @® + b* + ¢ — d > 0. Ngoai ra, néu a’ + b* + ¢* — d > 0 thi phuong trinh 46 xdc

dinh mit chu tdm (@ : b3 ) v bin kinh R=la? + 57 +¢* —d.

Vidu3 | MGi phudng trinh sau c6 1a phudng trinh mat cAu hay khong? Vi sao?
24P+ =22y 2+ =0
b) .t + 37— 2x+ 6y —82-3=0.

Gidi
a) Phudng trinh 2% + y? + 2% — 2x — 2y + 2z + 1 = 0 khong phai la phuong trinh ciia mot
‘mit cu vi cdc hé 56 clia +* v y? khdc nhau

b) Phuong trinh x* + 2v+ 6y
céu vi khong c6 biu thic

Vidu4 | Phuong trinh no sau ddy 12 phuong 5—
trinh cita mdt miit cdu? Tim tim va bn kinh ciia e o
miit cdu (néu ¢6). P+ P—br-2y—4z—11=0

QP+ + 2 -4+ 10y 22+ 14=0; 1 phuong trinh clia mdt miit ciu. Tim
b) 24y 4 2+ 2+ 4y —62+20=0. thm 7 va biin kinh R cia mit cdu d6.

3= 0 khong phii 13 phutong trinh cita mot miit

Gidi

4x+10y-20+14=0
S+ +2-2.2.x42.5.y-2.1.2+14=0
Sa-2+(+57+@-11=16.

a) Taco: ®+y* +
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Viy phuong trinh da cho 1a phuong trinh mit cdu tim /2 ; - 5 ; 1) bin kinh
R=\16=4.
b) Tacé: & +

X+ ++2.1.0+42.2.y-2.3.2+420=0

24+ 2+dy-62+20=0

S+ 1P+ +27+(z-3=-6<0.
Viy phuong trinh da cho khong I phuong trinh mat céu

111, MOT $6 NG DUNG CUA PHUONG TRINH MAT CAU TRONG THYC TIEN

Phuong trinh miit ciu 6 nhidu ting dung trong thut tién nhu trong thiét k€ xdy dng, tinh
todin cic yéu 1 ki thudt,... Ta sé tim hiéu qua mot 6 vi du dudi

Vidus | Trong khong gian vi hé toa d9 Oxyz
(don vi trén mdi trye 13 kiloméy), mot tram thu
phit séng dién thogi di dong (Hinh 40) duge dit &
Vitil-3;2;7).

) Sit dung phuong trinh miit ciu dé md ti ranh
gidi bén ngodi cia ving phi song trong khong

gian, biét rling tram thu pl g d6 duge thiét (Nguin: hitps:/ishutterstock.com)
K& vi ban kinh phil song 2 3 km. Hinh 40
b) Diém A(-2: 1; 8) niim trong hay niim ngoai mit céu d6? Néu ngui ding dién thogi

G dim A(-2 15 8) thi c6 thé sif dung dich vu cila tram ndy hay khong?

©) iémB(2:3:4) nim trong hay nfim ngodi mit ciu d6? Néu ngudi diing dién thogi § diém
B(2:3;4) thi c6 thé sit dung dich v cia tram nay hay khong?

Gidi

4) Phuong trinh mit cdu 4& md ti ranh gidi bén ngodi cita ving phil séng trong khong
gian a:

432+ (-2 + - T)

b)Tacs: IA=y[-2—(= )P +1-22+B-7) =v3<3.
Vi IA < R nén diém A nim trong mit ciu. VAy ngudi ding dién thoai & diém
A(=2:1:8) ¢6 thé sit dung dich vu ciia tram nay.

) Tace: IB=y[2- (=P +G-22 +@-7) =\35>3.

ViIB > Rnén diém B niim ngoai mit cdu. Viy ngudi ding dién thoai 6 diém B(2:3:4)
khong thé sit dung dich vy cia tram nay.
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Vidu 6 | Trong khong gian vdi hé tog 46 Oxyz
(don vi trén mi tryc T2 mét), mot ngon hii dang
(Hinh 41) duge d5t & vi uf 121 : 35 ; 50).

a) Sit dung phuong trinh mit ciu dé

£ii cita ving phii séng trén bién

biét ring ngon hii ding d6 duge thiét k& voi

n kinh phii sdng 12 4 km

b) Néu nguds di bién 6 vi tri C(42 ; 37 : 0) thi 6
thé nhin thiy dugc dnh sdng tif ngon hai
hay khong?

) Néu ngudi di bién & vi i D(S 121: 658 ; 0) thi ¢6 thé nhin thily duige dnh sdng tif ngon

ing hay khong?

mo ti ranh

(Ngubn:hps:/fshutterstock.com)
Hinh 41

Gidi
a) Phuong trinh mit cu dé md ti ranh gidi bén ngodi ciia viing phii séng trén bién cita
hii ding la:
(=210 +(y = 357 + (2 - 50)* = 4 0007,
b) Ta c6: IC =/(42-21)* +(37-35)7 +(0-50)*

2945 < 4000.

VI IC < R nén diém C nim trong
di bién & diém C(42 ; 37 ; 0) thi 6 thé nhin thdy duge  gwdi di bién di chuyén
dnh séng tif ngon hii ding. theo dudng thing ti vj rf
12135 ; 50) dén vi uf

¢) Ta ¢6: 1D =J(5 121-21)* + (658 - 35)% +(0-50) D(5 121 ; 658 ; 0). Tim
) Tacé: g 2+ ) +(0-50) B fbes e

=4/26 400 629 > 4 000. thing D sao cho ngudi
di_bién cdn c6 thé nhin
thily duge dnh sing tir
ngon hii ding.

n diém D nim ngoi mit cAu.Vay ngudi
& diém D(5 121 : 658 ; 0) khong thé nhin thi
duge dnh sang tif ngon hii ding.

.!AI‘I’

1. Tam clia mit cdu (S): (x=2)*+ (v = 37+ (+4)* = 16 ¢ toa dd 1a:
A.(-2;-3;4). B.(2:3;-4). C.(2:-3;-4.  D.(2:-3:4).

Bén kinh clia mgt cu (5): (x— 1) + (v~ 2)" + (z — 3) = 9 bling:
A3 B.9. c:81; D.\3
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Mt clu () tim (= 5 ;

2::3) biin kinh 4 ¢6 phuong trinh la:

(z+3) B.(x=57+ (-2 +(+3)=16

D.(x+57+(y+2)?+(@-37=16.

Cho mit cdu 6 phuong trinh (x— 1)* + (y +

4@

00.
4) X dinh tam va bin kinh cia m3t cu.
b) M&i diém A(1 3 1: 1), B9 :4:7), C(9: 9 : 10) nim trong, nim ngoai hay nim

trén it ciu 46?7
—dx-2y-1

Ching minh riing phutdng trinh trén 2 phudng trinh cita mot it chu. Xdc dinh tim
va biin kinh ciia mit ciu d6.

Cho phuong trinh 2+ +

Lip phuong trinh mit cu (S) trong mdi trng hop sau:
) ($) ¢6tam /(3 3~ 7 ; 1) va bin kinh R = 2;
b) () ¢6 tim /(= 134~ 5) va i qua diém M(3: 1:2);
©) (5) ¢6 duding kinh I dogn thiing CD vi (1 ; —

DvaD(-

Hé thong dinh vi toan cdu (tén tiéng Anh
1a: Global Positioning System, viét tit la
GPS) Ia mot hé thong cho phép xdc dinh
chinh xde vi tri cia mot vt thé trong
Khong gian (Hinh 42)

Ta ¢6 thé mo phong co ché hoat dong clia
h¢ thong GPS trong khong gian nhu sau:
Trong ciing mot thii diém, toa do clia mot
diém M trong khong gian s duge xdc dinh
bdi bn v tinh cho trude, trén mi vé tinh
©6 mot mdy thu tin hidu. Bing cdch so  Awh: Vé tink GPS dang bay rén quy dao

quanh Trdi D

sénh sy sai léch vé thoi gian ur ldc tin higu
dugc phit di véi thoi gian nhin phan hoi
tin higu do, mdy thu tin higu xdc dinh
duge khoing cich ti vé tinh d&n vi trf M cin tim tog do. Nhut vas

diém ciia bon mt cdu voi tim lin gt 1a bon vé tinh da cho.

(Ngudn: hips:/hivikipedia.ors)
Hinh 42

diém M 1a giao

Ta xét mot vi du ey thé nh sau

Trong khong gian vdi h¢ t0a d0 Oxyz, cho bdn vé tinh A(3 16).B(1:4:8),
C(7:9:6),D(7 ; ~ 15 18). Tim toa d0 ciia diém M trong khong gian biét khoing
ciich tif cdc vé tinh dén diém M Iin lugt 1 MA = 6, MB =7, MC = 12, MD = 24.
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BAI TAP CUGI CHUONG V

Cic bai todn ditdi ddy, néiu khong ¢6 chi ¥ gi thém th ta hiéu xét trong khing gian vi
hé 1o i Oxy:

Miit phing (P): 3x — 4y + 52— 6 = 0 ¢6 mt vecto phap tuyén la:
A iij=(3:4:5). B.iiy=(3:-4:5).
D.ii;=(3:4:-95).

;' 6 mot vectd chi phuong 1a:

A =(2:3:1). B.ii,=(6:3:9).
C.1;=(3:9:6). D.iiy=(1:2;3).

a) Mt ciiu (5): (x = 11)* + (3 = 12)* + (z = 13)* = 100 ¢6 bén kinh la:

A0, B.1L Gl D.13.

b) Toa do tim clia miit cdu (5): (x— 57+ (y +6)* + (: = 7)* =8 la:
A(-5:637).  B.(5:6;-7). C.(5:-6:7) D.(-5:6:7).

Khoing cdch tit diém M(a : b ; ¢) d€n méit phing x—a b —c =0

lb+d

A la+bl. B.|b+cl C.le+al. D.

Cho bdn diém A0 ; 1; 3), B(— 5),02;0;2)vaD(1;1;-2).

ic vectd AB, AC vamt vectd vudng géc véi ci hai veetd d6.

a) Tim toa @9 cil
b) Viét phutong trinh tham s& va phuong trinh chinh tic cita cic dudng thing AB va AC.
) Viét phudng trinh téng quat cia mat phing (ABC).

d) Chiing minh riing bon diém A, B, C. D khong déng phing.

) Tinh khoing cich t diém D dén mit phing (ABC).

Viét phuong trinh téng qudt clia mit phiing (P) trong mbi truding hop sau:

a) (P) di qua diém M(- 3

b) (P) di qua diém N(2 ; ~ 1 ; 5) vi ¢6 e vectd chi phuong 1 i,
dy=(=3:4:1)

+4) vi c6 mit veetd phip tuyén Ia 7i

£
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