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Chương I. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ 

 
Mục tiêu 
 Sau khi nghiên cứu chương này, học sinh có thể: 
  - Biết được các khái niệm về đạo hàm cấp hai, tính đơn điệu của hàm số, cực trị của hàm 
số, giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất, tiệm cận, khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số. 
  - Giải được các bài tập về đạo hàm cấp hai, tính đơn điệu, cực trị, giá trị lớn nhất và nhỏ 
nhất, tiệm cận, khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số. 
  - Xác định được đạo hàm cấp hai, các khoảng đơn điệu, tìm các điểm cực trị, tìm giá trị lớn 
nhất và nhỏ nhất của hàm số trên đoạn xác định 
  - Xác định được các đường tiệm cận, khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số  
  - Say mê và yêu thích tìm hiểu các bài toán về hàm số, ứng dụng đạo hàm. 
 FNhắc lại: Các công thức đạo hàm cơ bản: 

      1. ( )' ' 'u v u v± = ± ;                       4. 
' ' '

2

u u v v u
v v

-æ ö =ç ÷
è ø

; 

      2. ( )' 'ku k.u= ;                              5. 
' '

2

1 v
v v

æ ö =ç ÷
è ø

 (với v = v(x) ¹ 0) 

      3. ( )' ' 'u.v u v vu= + ;                       6. ' ' '
x u xy y .u=  

Bảng đạo hàm 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Đạo hàm của các hàm sơ cấp cơ bản 
n ' n 1

'

2

'

'

'

'
2

'
2

(x ) nx

1 1
x x

1( x )
2 x

(sin x) cos x
(cos x) sin x

1(tan x)
cos x

1(cot x)
sin x

-=

æ ö = -ç ÷
è ø

=

=

= -

=

= -

 

Đạo hàm của các hàm số hợp  

u = u(x) 

( )

n ' n 1 '

' '

2

''

' '

' '

'
'

2

'
'

2

(u ) nu .u

1 u
u u

uu
2 u

(sin u) u cos u
(cos u) u sin u

u(tan u)
cos u
u(cot u)

sin u

-=

æ ö = -ç ÷
è ø

=

=

= -

=

= -
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BÀI 1. TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 
 

1. Tính đơn điệu của hàm số 

 1.1. Nhắc lại định nghĩa 
  Kí hiệu K  là khoảng hoặc đoạn (nửa khoảng). Giả sử hàm số y f (x)=  xác định trên K.  
Ta nói: 

v Hàm số y f (x)=  đồng biến (tăng) trên K  nếu với mọi cặp 1 2x , x  thuộc K  mà 1 2x x<  
thì 1 2f (x ) f (x )< , tức là 

                                      1 2 1 2x x f (x ) f (x );< Þ <  
v Hàm số y f (x)=  nghịch biến (giảm) trên K  nếu với mọi cặp 1 2x , x  thuộc K  mà 

1 2x x<  thì 1 2f (x ) f (x )> , tức là 

                                     1 2 1 2x x f (x ) f (x );< Þ >  
 Hàm số đồng biến hoặc nghịch biến trên K được gọi chung là hàm số đơn điệu trên K. 
 1.2. Tính đơn điệu và dấu của đạo hàm 
 Ta thừa nhận định lí sau đây 
  Định lí: Cho hàm số y =f(x) có đạo hàm trên K. 

a) Nếu 'f (x) 0>  với mọi x thuộc K thì hàm số f(x) đồng biến trên K. 
b) Nếu 'f (x) 0<  với mọi x thuộc K thì hàm số f(x) nghịch biến trên K. 

2. Quy tắc xét tính đơn điệu của hàm số 
 2.1. Quy tắc 

1. Tìm tập xác định. Tính 'f (x); 
2. Tìm các điểm tại đó 'f (x) 0=  hoặc 'f (x)  không xác định; 
3. Sắp xếp các điểm đó theo thứ tự tăng dần và lập bảng biến thiên; 
4. Nêu kết luận về các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số. 

 2.2. Áp dụng 
 Ví dụ 1: Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số   y = x3 - 3x + 1 
                                      Giải 

• TXĐ: D = . 
• y' = 3x2 - 3. 
• y' = 0 Û x = 1 hoặc x = -1. 
• Bảng biến thiên 

                          x   - ¥         -1        1       + ¥ 
                         y'              +    0    -  0    + 
                         
                         y 
 
 Hàm số  nghịch biến trên khoảng ( )1;1-  và đồng biến trên khoảng ( ) ( ); 1 1; .-¥ - È +¥  
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3. Cực trị của hàm số 
3.1. Khái niệm cực đại, cực tiểu 

 3.1.1. Định nghĩa 
 Cho hàm số xác định y f (x)=  và liên tục trên khoảng (a;b) (có thể a  là-¥ ; b  là +¥ và điểm 

0x (a;b)Î .  

     a) Nếu tồn tại số h 0>  sao cho 0f (x) f (x )<  với mọi ( )0 0x x h;x hÎ - + và 0x x¹
thì ta nói hàm số f (x)  đạt cực đại tại 0x .  

     b) Nếu tồn tại số h 0>  sao cho 0f (x) f (x )> với mọi ( )0 0x x h;x hÎ - + và 0x x¹  
thì ta nói hàm số f (x)đạt cực tiểu tại 0x .  
 FChú ý: - Điểm cực đại và cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị; 
                  - Giá trị cực đại và cực tiểu được gọi chung là cực trị. 
3.1.2. Điều kiện đủ để hàm số có cực trị  
 Ta thừa nhận định lý sau đây 
   Định lí 1. Giả sử hàm số y f (x)= liên tục trên khoảng ( )0 0K x h;x h= - +  và có đạo hàm 

trên K  hoặc { }0K \ x  với h 0> .  

a) Nếu f '(x) 0> trên khoảng ( )0 0x h; x- và f '(x) 0<   trên 

 khoảng ( )0 0x ; x h+  thì x0 là một điểm cực đại của hàm số  f(x).   

b) Nếu f '(x) 0<  trên khoảng ( )0 0x h; x- và f '(x) 0>  trên khoảng ( )0 0x ; x h+  
thì x0  là một điểm cực tiểu của hàm số  f(x).   

 
 
 
 
 
 
 
 
3.2 Quy tắc tìm cực trị 

 ?Quy tắc 1 
1. Tìm tập xác định. Tính 'f (x); 
2. Tìm các điểm tại đó 'f (x) 0=  hoặc 'f (x)  không xác định; 
3. Lập bảng biến thiên; 
4. Từ bảng biến thiên suy ra các điểm cực trị. 

 Ví dụ 1: Tìm các điểm cực trị của các hàm số 3y x 3x 1= - +  
                                             Giải 
  Tập xác định: D =  

x x0-h         x0           x0+h 

f’(x)       -         0      + 

f(x)                  

                fCT 

X x0-h         x0           x0+h 

f’(x)         +       0       - 

f(x)                fCĐ 

 



Tổ	Toán	–	Khoa	Khoa	học	cơ	bản	 Trang	5	

 

' 2

'

y 3x 3
x 1 y 1

y 0
x 1 y 3

= -

= = -é é
= Û Þê ê= - =ë ë  

Bảng biến thiên 
                              x      - ¥       -1        1       + ¥ 
                              y'              +    0    -  0    + 
                               y                     3                   +¥  
                                       -¥                  -1 
 
    Từ bảng biến thiên suy ra x = -1 là điểm cực đại, x = 1 là điểm cực tiểu của hàm số đã cho. 
Định lí 2: Giả sử hàm số y f (x)=  có đạo hàm cấp hai trong khoảng ( )0 0x h;x h- + ,  vớ i
h 0> . Khi đó: 
                 a) Nếu ' "

0 0f (x ) 0, f (x ) 0= >  thì 0x  là điểm cực tiểu;  
                 b) Nếu ' "

0 0f (x ) 0, f (x ) 0= <  thì 0x  là điểm cực đại.  
 Áp dụng định lí 2, ta có quy tắc sau đây để tìm các điểm cực trị của một hàm số. 
  ?Quy tắc 2 

1. Tìm tập xác định. Tính 'f (x); 
2. Giải phương trình 'f (x) 0=  và kí hiệu ( )ix i 1,2,3.......=  là các nghiệm 
của nó; 
3. Tính 'f (x)và  "

if (x );  
4. Dựa vào dấu của "

if (x ) suy ra tính chất cực trị  của điểm xi .   
 Ví dụ 2: Tìm cực trị của hàm số 

                   f(x) = x4 – 2x2 + 1 
                                  Giải 

 Tập xác định của hàm số: D =  
f’(x) = 4x3 – 4x = 4x(x2 – 1) 
f’(x) = 0 1±=Û x ; x = 0 
f”(x) = 12x2  - 4; f”( 1) = 8 > 0 Þx = -1 và x = 1 là hai điểm cực tiểu 
f”(0) = -4 < 0 Þx = 0 là điểm cực đại. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

±
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BÀI TẬP 
 
 Bài 1. Xét sự đồng biến, nghịch biến của các hàm số sau:  
      a) 3 2y x 3x 1= - + -  
      b) 4 2y x 2x 3= - +  

      c) y = 3 21 x 3x 7x 2
3

+ - -        

 Bài 2. Tìm các khoảng đơn điệu của các hàm số: 

     a) 3x 1y
1 x
+

=
-

;                                b) 2y x x 20= - - ;            c) x 1y
2x 5
+

=
-

; 

     d) 
2x 2xy
1 x
-

=
-

;                             e) 2

2xy
x 9

=
-

.       

 Bài 3. Chứng minh rằng hàm số 2

xy
x 1

=
+

 đồng biến trên khoảng (-1; 1); nghịch biến trên 

các khoảng ( ; 1)-¥ -  và (1; )+¥ . 

 Bài 4. Chứng minh rằng hàm số 2y 2x x= -  đồng biến trên khoảng (0;1)và nghịch biến trên 
khoảng (1; 2). 
  FGợi ý: Sử dụng định lí sau: 
    Giả sử hàm số y= f(x) có đạo hàm trên khoảng (a; b). 
     +) Nếu 'f (x) 0, x (a,b)> " Î  thì f(x) đồng biến trên khoảng (a; b); 

     +) Nếu 'f (x) 0, x (a,b)< " Î  thì f(x) nghịch biến trên khoảng (a; b);
 
 

Bài 5. Áp dụng quy tắc 1, tìm các điểm cực trị của các hàm số sau: 
    a) 3 2y 2x 3x 36x 10= + - - ;                            b) 4 2y x 2x 3= + - ; 

    c) 1y x
x

= + ;            d) 3 2y x (1 x)= - ;           e) 2y x x 1= - + ;    

Bài 6. Áp dụng quy tắc 2, tìm điểm cực trị của các hàm số sau: 
    a) 4 2y x 2x 1= - + ;                                         b) y sin 2x x= - ; 

        c)  
5 3y x x 2x 1= - - + ;                          d) y sin x cos x= +  

Bài 7. Chứng minh rằng với mọi giá trị của tham số m, hàm số 
                         

3 2y x mx 2x 1= - - +  
   luôn luôn có một điểm cực đại và điểm cực tiểu. 
Bài 8. Tìm a và b để các cực trị của hàm số 

                          
2 3 25y a x 2ax 9x b

3
= + - +  

 đều là những là số dương và 0
5x
9

= -  là điểm cực đại. 

 Bài 9. Xác định giá trị của tham số m để hàm số 
2x mx 1y
x m
+ +

=
+  đạt cực đại tại x = 2. 
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§2. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ 

 
1. Định nghĩa 

 Cho hàm số y f (x)= xác định trên tập D.  
   a) Số M  được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số y f (x)= trên tập D  nếu f (x) M£ với mọi 
x thuộc D  và tồn tại 0x DÎ  sao cho 0f (x ) M= . 
   Kí hiệu ( )

D
M maxf x ;=  

   b) Số m  được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số y f (x)=  trên tập D  nếu f (x) m³  với mọi 
x thuộc D  và tồn tại 0x DÎ sao cho 0f (x ) m= .  

 Kí hiệu:  ( )
D

m minf x .=  

 Ví dụ 1: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 2y f (x) x 4x 3= = - +  
                                Giải 
 Tập xác định: D =  

     

'

'

y 2x 4
y 0 x 2
= -

= Û =
 

                  x      - ¥           2       + ¥ 
                  y'                -    0     + 
                                            
                  y                     -1 
 
   Vậy ( )minf x 1.= -  
2. Cách tính giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số trên một đoạn 

 2.1. Định lí 
Mọi hàm số liên tục trên một đoạn đều có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ 
nhất trên đoạn đó 

 2.2. Quy tắc tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số liên tục trên một đoạn 
  ?Quy tắc 
  a) Tìm các điểm 1 2 nx ,x ,....x  trên khoảng ( )a;b , tại đó

'f (x) 0=  hoặc 
'f (x)  không xác định; 

  b) Tính ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 nf a ,f x ,f x ,....f x ,f b ; 
  c) Tìm số lớn nhất M  và số nhỏ nhất m  trong các số trên. Ta có 

[ ]
( )

[ ]
( )

a;b a;b
M min f x ; m min f x .= =  

 Ví dụ 2: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số 2

4f (x) = 
1 x+

 trên đoạn [ ]1;1-  

                                        Giải 
 Tập xác định: D =  
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2 2

8xf '(x) = ;f '(x) =0 x 0
(1 x )
-

Û =
+

 

f (0) 4=  
f (1) 2=  
f ( 1) 2- =  
maxf (x) 4=  trên đoạn [ ]1;1- ;     min f (x) 2=  trên đoạn [ ]1;1 .-  
 

BÀI TẬP 
 

 
Bài 1. Lập bảng biến thiên và tìm GTLN, GTNN của các hàm số sau: 

      a) [ ]2y x  trên 3;0= -  

      b) [ ]x 1y  trên 3;5
x 1
+

=
-

 

      c) [ ]3 2f (x) = -x 3x  trên 1;1+ -  

      d)  [ ]x 1f (x) =  trên 1;3
2x 1
+
-

 

Bài 2. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số: 
      a)  [ ]3 2f (x) = x 3x -9x+35 trên 4;4- -  

      b) [ ]f (x) = 5 4x  trên 1;1- -  

      c) [ ]4 2f (x) = -x 2x +1 trên 1;3 .+ -  
Bài 3. Tính giá trị lớn nhất của các hàm số sau: 

          a) 2

4y
1 x

=
+  

          b) 
3 4y 4x 3x= -  
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§3. KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ VẼ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ 
1. Đường tiệm cận ngang 

 Định nghĩa: Cho hàm số y f (x)=  xác định trên một khoảng vô hạn ( khoảng dạng  

( ) ( )a; ; ;b+¥ -¥  hoặc ( );-¥ +¥ ).  

 Đường thẳng 0y y=  là đường tiệm cận ngang (hay tiệm cận ngang) của đồ thị hàm số 
y f (x)=  nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thoả mãn 

( ) ( )0 0x x
lim f x y ; lim f x y
®+¥ ®-¥

= =  

 Ví dụ 1: Tìm tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 2x 3y
x 5
+

=
-

 

                                       Giải 

   
x x x

3 3x 2 2
2x 3 x xlim lim lim 2;

5 5x 5 x 1 1
x x

®+¥ ®+¥ ®+¥

æ ö æ ö+ +ç ÷ ç ÷+ è ø è ø= = =
- æ ö æ ö- -ç ÷ ç ÷

è ø è ø

 

    Hoặc  
x x x

3 3x 2 2
2x 3 x xlim lim lim 2

5 5x 5 x 1 1
x x

®-¥ ®-¥ ®-¥

æ ö æ ö+ +ç ÷ ç ÷+ è ø è ø= = =
- æ ö æ ö- -ç ÷ ç ÷

è ø è ø

 

    Vậy y= 2 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số đã cho. 
2. Đường tiệm cận đứng 

 Định nghĩa: Đường thẳng 0x x=   được gọi là đường  tiệm cận đứng (hay tiệm cận đứng) 

của đồ thị hàm số y f (x)= nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thoả mãn 
( ) ( )

( ) ( )
0 0

0 0

x x x x

x x x x

lim f x ; lim f x

lim f x ; lim f x

+ -

+ -

® ®

® ®

= +¥ = -¥

= -¥ = +¥
 

 

 Ví dụ 2: Tìm tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 2x 3y
x 5
+

=
-

 

                                                 Giải  

          x 5

2x 3lim
x 5+®

+
= +¥

-
;   

x 5

2x 3lim
x 5-®

+
= -¥

-
 

 Vậy  x = 5 là tiệm cận đứng  của đồ thị hàm số đã cho.  
 

  FChú ý : Cho hàm số ax by
cx d
+

=
+
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x x

bx a
ax b axlim lim

dcx d cx c
x

®±¥ ®±¥

æ ö+ç ÷+ è ø= = Þ
+ æ ö+ç ÷

è ø

 Tiệm cận ngang: ay
c

=  

                  
dx
c

ax blim
cx d+

®-

+
=¥

+
 hoặc 

dx
c

ax blim
cx d-

®-

+
=¥Þ

+
 Tiệm cận đứng: dx

c
= -  

 
3. Sơ đồ khảo sát hàm số 
  B1. Tập xác định 

      Tìm tập xác định của hàm số 
  B2. Sự biến thiên 

• Xét chiều biến thiên của hàm số: 
    + Tính đạo hàm 'y ; 
    + Tìm các điểm tại đó đạo hàm 'y 0=  hoặc không xác định; 
    + Xét dấu đạo hàm 'y  và suy ra chiều biến thiên của hàm số.  

• Tìm cực trị. 
• Tìm các giới hạn tại vô cực, các giới hạn vô cực và tìm tiệm cận (nếu có). 
• Lập bảng biến thiên (Ghi các kết quả tìm được vào bảng biến thiên). 

  B3. Đồ thị 
   Dựa vào bảng biến thiên và các yếu tố xác định ở trên để vẽ đồ thị. 
3.2. Khảo sát một số hàm đa thức và hàm phân thức 

  3.2.1. Hàm số bậc ba 3 2y ax bx cx d= + + +  

      a > 0  
 
 

      a < 0 
   Phương trình "y 0=  

   có hai nghiệm phân biệt 
 
 

 
 
 
 

 

   Phương trình "y 0=   
 có nghiệm kép 
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   Phương trình "y 0=  
   vô nghiệm 

 
 

 

 
 Ví dụ 1: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số  3 2y x 3x 4= + -  

                               Giải 
 Tập xác định: D =  

  ' 2y 3x 6x= +  

    ' 2y 0 3x 6x 0= Û + =  

               
x 0 y 4
x 2 y 0
= Þ = -é

Û ê = - Þ =ë
  

    

   
lim
x®-¥

 ( x3 + 3x2 - 4) = - ¥ 

   
lim
x®+¥

( x3 + 3x2 - 4) = +¥  

Bảng biến thiên 
x -¥     -2        0               +¥ 

y’       +  0    -   0    + 

y 0           0                       +¥     
-¥                 -4  

Hàm số đồng biến trên (-¥ ;-2 ) và ( 0;+¥)   
Hàm số nghịch biến trên ( -2; 0 ) 
Hàm số đạt cực đại tại x = -2 ; yCĐ=0 
Hàm số đạt cực tiểu  tại x = 0; yCT= -4      
Bảng giá trị: 
                    x    -3   -1   1 
 
                   y     -4   -2   0 
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 Ví dụ 2: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số  3 2y x 3x 4x 2= - + - +  
                                              Giải 

 Tập xác định: D = . 
      ' 2y 3x 6x 4= - + -  

      'y 0< , x D" Î  
lim
x
y

®-¥
= +¥ ;  lim

x
y

®+¥
= -¥   

Bảng biến thiên 
Điểm đặc biệt: (1; 0);  (0; 2) 

 
 

  
 
 
 
 
 
 

x -¥                                                  +¥ 

y’                 - 

y +¥ 

                                                         -¥ 
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   3.2.2. Đồ thị hàm số ( )ax by c 0,ad bc 0
cx d
+

= ¹ - ¹
+  

 

D =ad - bc >  0 D = ad - bc <  0 

  
 
 
 
 
 
 

 

 Ví dụ 1: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số  x 3y
x 1
+

=
-

 

                                                       Giải: 
 Tập xác định: { }D \ 1=  

 Sự biến thiên: 

    
( )2
4y'

x 1
-

=
-

<0 , x 1" ¹  

Þhàm số luôn nghịch biến trên ( ) ( ),1 ; 1,-¥ +¥  

Hàm số không có cực trị. 

    
+¥=

-
+

=
++ ®® 1

3limlim
11 x
xy

xx
  

   
-¥=

-
+

=
-- ®® 1

3limlim
11 x
xy

xx
 

Suy ra x=1 là tiệm cận đứng. 
   1lim =

±¥®x
y  

Suy ra y=1 là tiệm cận ngang. 

 
 Đồ thị: 
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 Ví dụ 2: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số  1 2xy
2x 4
-

=
-

 

                                            Giải 
 

 Tập xác định: { }D \ 2=  

 Sự biến thiên:  y'=
( )2

6 0, x 2
2x 4

> " ¹
-

 

 Suy ra hàm số luôn đồng biến trên ( ) ( ),2 ; 2,-¥ +¥  

 Hàm số không có cực trị. 

    x 2x 2

1 2xlimy lim ;
2x 4++ ®®

-
= = +¥

-
 

x 2x 2

1 2xlimy lim
2x 4-- ®®

-
= = -¥

-
 

 Suy ra x=2 là tiệm cận đứng. 
   
x
lim y 1
®±¥

= - Þ   y=-1 là tiệm cận ngang. 

 Bảng biến thiên: 
    
           x       -¥                    2                     +¥  
                                                                                                      
          'y                +                             + 
                                    +¥                              -1 
           y      -1                          -¥  
 
Đồ thị 
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f(x)=(1-2x)/(2x-4)

f(x)=1

-30 -20 -10 10 20

-20

-10

10

20

x

y

 
 4. Sự tương giao của các đồ thị 

Giả sử hàm số y =f(x)  có đồ thị là (C1) và hàm số y g(x)= có đồ thị là (C2).  
Để tìm hoành độ giao điểm của (C1) và (C2), ta phải giải phương trình  
f(x)=  g(x). 
Giả sử phương trình trên có các nghiệm là 0 1 2x ,x ,x ,.... Khi đó, các giao điểm 
của (C1)  và (C2) là 0 0 0 i i iM (x ,f (x )),M (x ,f (x )),....  

 Ví dụ 3: 
  a) Vẽ đồ thị hàm số y = x3 +3x2 -2 
                         Giải 

                                   

-6 -4 -2 2 4 6

-6

-4

-2

2

4

6

x

y

 
   b) Sử dụng đồ thị biện luận số nghiệm của phương trình: x3 +3x2 -2 = m 
                          Giải 
 Số nghiệm của phương trình bằng số giao điểm của đồ thị hàm số y = x3 +3x2 -2 và đường 
thẳng 
 y = m. 

• m 2> : phương trình có một nghiệm  
• m 2=  : phương trình có hai nghiệm 
• 2 m 2- < < : phương trình có ba nghiệm 
• m 2= - : phương trình có hai nghiệm 
• m 2< - : phương trình có một nghiệm 
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BÀI TẬP 
 
Bài 1. Khảo sát đồ thị hàm số bậc ba sau: 

  

3 3 2

3 2 3

a) y 2 3x x b) y x 4x 4x

c) y x x 9x d) y 2x 5

= + - = - + -

= + + = +
 

Bài 2. Khảo sát đồ thị hàm phân thức sau: 

  
x 3 1 2x x 2a) y b) y c) y
x 1 2x 4 2x 1
+ - - +

= = =
- - +

 

Bài 3. Khảo sát đồ thị hàm số. Từ đó tìm số nghiệm của các phương trình sau: 

 

3 2 3 2

2 4

a) x 3x 5 0 b) 2x 3x 2 0

c) 2x x 1

- + = - + - =

- = -
 

Bài 4. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số 3y x 3x 1;= - + +  
           b) Dựa vào đồ thị hàm số, biện luận về số nghiệm của phương trình sau theo tham số 
m: 3x 3x m 0.- + =  
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§4. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ GIẢI QUYẾT MỘT SỐ VẤN ĐỀ LIÊN QUAN 
ĐÊN THỰC TIỄN 

 
1. Ứng dụng đạo hàm để khảo sát và vẽ đồ thị hàm số 

Với đạo hàm và ứng dụng để khảo sát và vẽ đồ thị hàm số thường sẽ tính toán giá trị đồng 
biến, nghịch biến, tính đơn điệu của hàm số để từ đó dễ dàng tính toán được bài toán trong 
thực tế hiệu quả.  

2. Ứng dụng của đạo hàm trong kinh tế 

Có một điều thú vị về ứng dụng của đạo hàm chính là được áp dụng cả trong kinh tế, khi 
chúng hỗ trợ tính toán tốc độ tăng trưởng kinh tế nhằm đưa ra những quyết định đầu tư đúng 
đắn. 

Ví dụ 1: 

Một công ty bất động sản có 50 căn hộ cho thuê. Biết rằng nếu cho thuê mỗi căn hộ với giá 
2 triệu đồng/tháng thì mọi căn hộ sẽ có người thuê và khi tăng giá mỗi căn hộ thêm 100.000 
đồng thì có thêm 2 căn hộ bị bỏ trống. muốn có thu nhập cao nhất, công ty đó nên để giá 
thuê là bao nhiêu? 

Giải: 

Gọi x là giá thuê thực tế mỗi căn hộ (x >= 2.000.000) 

So với giá ban đầu thì số tiền tăng thêm là x – 2.000.000 (đồng) 

Cứ tăng 100.000 đồng thì có 2 căn hộ bị bỏ trống. vậy theo quy tắc tam suất 

Tăng x – 2.000.000 sẽ có !(#$!.&&&.&&&)
(&&.&&&

= 	 #$!.&&&.&&&
+&.&&&

 căn hộ bị bỏ trống 

Số căn hộ được thuê là 50 −	#$!.&&&.&&&
+&.&&&

= 	− #
+&.&&&

+ 90 

Số tiền thu được khi cho thuê với giá x là: − #
+&.&&&

+ 90 𝑥 = − #2

+&.&&&
+ 90𝑥 

Gọi F(x) = − (
+&.&&&

𝑥! + 90𝑥 là hàm lợi nhuận khi cho thuê căn hộ với giá x đồng. 

Như vậy bài toán trở thành bài toán tìm GTLN của hàm số f(x ) khi x >= 2.000.000 
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Ví dụ 2:  

Một cửa hàng bán bưởi với giá 50.000 đồng/quả. Với giá này cửa hàng bán được 40 
quả bưởi. cửa hàng dự định giảm giá, ước tính mỗi quả giảm 5.000 đồng sẽ bán thêm được 
50 quả. Xác định giá bán để cửa hàng thu về lợi nhuận cao nhất, biết rằng giá nhập về của 
mỗi quả bưởi là 30.000 đồng. 

Giải: 

Gọi x là bán thực tế mỗi quả bưởi(30.000<=x <= 50.000) 

So với giá ban đầu thì số tiền giảm giá là 50.000 – x (đồng) 

Cứ giảm 5.000 đồng thì bán thêm được 50 quả. vậy theo quy tắc tam suất 

Giảm 50.000 – x thì sẽ bán thêm được +&(+&.&&&$#)
+.&&&

= 	 +&.&&&$#
(&&

 quả 

Số quả bưởi bán được là 40 +	+&.&&&$#
(&&

= 	− (
(&&

𝑥 + 540 

Số tiền lời (lợi nhuận) thu được khi bán với giá x là: 

 − (
(&&

𝑥 + 540 𝑥 − 30.000 = − (
(&&

𝑥! + 840𝑥 − 16.200.000 

Gọi F(x) = − (
(&&

𝑥! + 840𝑥 − 16.200.000 là hàm lợi nhuận khi bán 1 quả bưởi với giá x 

đồng. 

Như vậy bài toán trở thành bài toán tìm GTLN của hàm số f(x ) trên đoạn 

 30.000<=x <= 50.000 
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đáp số: 40 người 
 
3. Ứng dụng đạo hàm trong vật lý 

Vận tốc tức thời 

Một chuyển động thẳng có phương trình biểu diễn dưới dạng s = s(t) sẽ được xem như là 
một hàm số có đạo hàm, lúc này vận tốc tức thời sẽ được xác định dựa trên công thức sau: 

 
Cường độ tức thời của dòng điện 

Điện lượng Q truyền trong dây dẫn cũng được  xem như là một hàm số thời gian của t hay 
Q = Q(t) tương ứng với cường độ trung bình của một dòng điện được xác định tại mốc thời 
gian nhất định. 

Công thức tính cường độ tức thời của dòng điện được áp dụng đạo hàm được tính như sau: 

 
Gia tốc tức thời 

Trong đạo hàm cấp 2 ta có phương trình f’’(t) thì trong vật lý đó chính là gia tốc tức thời 
của chuyển động s = f(t) tại thời điểm t. 
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Cho một vật chuyển động được biểu diễn dưới dạng phương trình là s = s(t). Lúc này, vận 
tốc tức thời ở thời điểm t0 sẽ được xác định dựa trên công thức v(t0) = s’(t0). 

Cho một vật chuyển động được biểu diễn dưới dạng phương trình tương ứng như đạo hàm 
là v = v(t). Lúc này, để đính gia tốc tức thời ở thời điểm t0 sẽ được xác định dựa trên công 
thức a(t0) = v’(t0). 

Còn đối với cường độ tức thời của một điện lượng cho trước được biểu diễn dưới dạng 
phương trình là Q = Q(t), thì để tính tại thời điểm tức thời t0 ta sẽ áp dụng theo công thức 
là I(t0) = Q’(t0). 

Ví dụ 1: 

Có một xe máy chuyển động được biểu diễn theo phương trình tương ứng cho trước là s(t)= 
t2 + 6t+ 10. Trong đó s là quãng đường đi được (m) và t là đơn vị thời gian (s). Yêu cầu tính 
vận tốc tức thời ngay thời điểm t = 3. 

Hướng dẫn giải: 

Dựa vào phương trình chuyển động trên, ta suy ra được phương trình tính vận tốc của xe 
tương ứng là v(t)=s' (t)=2t+6 (m/s). 

⇒ Vận tốc tức thời của xe tại thời điểm t= 3 là: V(3)= 2. 3+ 6= 12(m/s) 

Ví dụ 2: 

Có một vật chuyển động được biểu diễn dưới dạng phương trình cho trước là v = 4t + 10 
(m/s). Yêu cầu hãy tính gia tốc tức thời tại thời điểm chuyển động tương ứng là t = 10s? 

Hướng dẫn giải: 

Áp dụng công thức tính gia tốc trong đạo hàm của chuyển động tương ứng là a(t) = v’(t) = 4 
(m/s). 

Lúc này ta có gia tốc của vật chuyển động tương ứng là 4m/s – không thay đổi. 

Ví dụ 3: 

Cho một vật di chuyển theo phương trình cho trước là s(t) = t2 – 40t + 10. Trong đó t là thời 
gian chuyển động (s), s là quãng đường di chuyển của vật (m). Hỏi tại thời điểm nào thì vật 
sẽ dừng lại? 

Hướng dẫn giải 

Dựa theo phương trình trên, ta có phương trình tính vận tốc chuyển động tương ứng là 
v(t)=s' (t)= 2t- 40 (m/s). 

Khi vật bắt đầu dừng lại có nghĩa vận tốc tức thời sẽ được tính bằng 0. Lúc này ta sẽ có 
phương trình tương ứng là 2t – 40= 0 ⇔ t= 20 (s). 
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Kết luận: sau 20s chuyển động từ khi khởi hành thì vật sẽ dừng lại. 

BÀI TẬP 
1. Một xe khách đi từ Hà Nội về Hải Phòng chở tối đa 60 hành khách trên một chuyến đi. Nếu 

một chuyến xe chở m hành khách thì giá vé cho mỗi hành khách được tính là  

(30 − +9
!
)! đồng. Hỏi rằng mỗi chuyến nhà xe chở bao nhiêu hành khách thì thu được lợi 

nhuận cao nhất? 

2. Gia đình ông Thanh nuôi tôm với diện tích ao nuôi là 100𝑚!. Vụ tôm vừa qua ông nuôi 

với mật độ 1kg/𝑚! tôm giống và sản lượng khi thu hoạch được khoảng 2 tấn tôm. Với kinh 

nghiệm nuôi tôm nhiều năm ông cho biết cứ thả giảm đi 200gr/𝑚! tôm giống thì thu hoạch 

được 2,2 tấn tôm. Vậy vụ tới ông nên thả bao nhiêu kg tôm giống để thu hoạch sản lượng tôm 

lớn nhất? giả sử không có dịch bệnh, hao hụt trong quá trình nuôi. 

3. Độ giảm huyết áp của một bệnh nhân được đo bởi công thức 𝐺 𝑥 = 0.25𝑥!(30 − 𝑥) 

Trong đó x > 0 là lượng thuốc cần tiêm cho bệnh nhân (x có đơn vị là mg). Để huyết áp giảm 

nhiều nhất thì cần tiêm cho bệnh nhân một liều lượng bằng bao nhiêu? 

4. Sau khi phát hiện một bệnh dịch, các chuyên gia y tế ước tính số người nhiễm bệnh kể từ 

ngày xuất hiện bệnh nhân đầu tiên đến ngày thứ t được tính theo công thức  

𝐺 𝑡 = 45𝑡! − 𝑡=. Nếu xem 𝐺′ 𝑡  là tốc độ truyền bệnh (người/ngày) tại thời điểm t thì tốc 

độ truyền bệnh lớn nhất sẽ là vào ngày thứ bao nhiêu? 

5. Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 12cm. người ta cắt ở bốn góc của hình vuông bốn 

hình vuông bằng nhau, mỗi hình vuông đó có cạnh là x(cm), rồi gấp tấm nhôm lại để được 

mộ cái hộp không có nắp. Tìm x để được một cái hộp có thể tích lớn nhất? 

6. Mỗi trang trong một cuốn sách giáo khoa cần được trình bày các nội dung trong một khung 

hình chữ nhật có diện tích là 384𝑐𝑚!. Khung hình chữ nhật này phải cách lề trên và dưới 

3cm, cách lề trái và lề phải 2cm. hãy tính kích thước tối ưu của trang giấy? 
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ÔN TẬP CHƯƠNG I 

�«««� 
 
Bài 1. Tìm khoảng đơn điệu của các hàm số sau: 

  

3 2a) y x 2x x 7
x 5b) y
1 x

= - + - -
-

=
-

 

Bài 2. Tìm cực đại, cực tiểu của hàm số sau: 

              
4 2y x 2x 2= - +  

Bài 3. Tìm tiệm đứng và tiệm cận ngang của hàm số sau: 

             
2x 3y
2 x
+

=
-

 

Bài 4. Khảo sát các hàm số sau: 

  

3 2

3 2

a) y x 3x 9x 2;

b) y x 3x 1

= - + + +

= + +
 

 Dựa vào đồ thị hàm số, biện luận số nghiệm của phương trình sau: 

                     
3 2 mx 3x 1

2
+ + =  

 
 

Bài 5. Trong tất cả các hình chữ nhật có chu vi bằng 16cm thì hình chữ nhật có diện tích lớn 

nhất bằng bao nhiêu? 

Bài 6. khi nuôi cá thí nghiệm trong một cái hồ, các nhà khoa học đã nhận thấy rằng: nếu trên 

mỗi đơn vị diện tích của mặt hồ có n con cá thì trung bình mỗi con đến thời điểm thu hoạch 

sẽ có cân nặng là P(n) = 480 – 20n (g). Hỏi phải thả bao nhiêu con cá trên một đơn vị diện 

tích mặt hồ để sau một vụ thu hoạch được nhiều sản lượng cá nhất? 

 



Tổ	Toán	–	Khoa	Khoa	học	cơ	bản	 Trang	23	

 

CHƯƠNG II: NGUYÊN HÀM. TÍCH PHÂN 
Trong chương này, chúng ta sẽ tìm hiểu những vấn đề sau: Nguyên hàm, nguyên hàm của 
một số hàm số sơ cấp, tích phân, ứng dụng hình học của tích phân. 

BÀI 1. NGUYÊN HÀM. BẢNG NGUYÊN HÀM  

CỦA MỘT SỐ HÀM SƠ CẤP 
 

1. Nguyên hàm và tính chất 
1.1. Nguyên hàm 
Định nghĩa: Cho hàm số f(x) xác định trên K. Hàm số F(x) được gọi là nguyên hàm của 
hàm số f(x) trên K nếu FD x = f x 	với	mọi	x ∈ K. 
Ví dụ 1: 

a) Hàm số F x = x! là một nguyên hàm của hàm số f x = 2x trên khoảng −∞;	+∞  
vì FD x = x! D = 2x;	∀x ∈ −∞;	+∞ . 
b) Hàm số F x = lnx là một nguyên hàm của hàm số f x = (

P
 trên khoảng 0;	+∞  vì 

FD x = lnx D = (
P
;	∀x ∈ 0;	+∞ .   

Nếu F(x) là một nguyên hàm của hàm số f(x) trên K thì F x + C, C ∈ R là họ tất cả các 
nguyên hàm của f(x) trên K. Kí hiệu 

 

f(x) dx = F x + C 

Chú ý: Biểu thức f(x)dx chính là vi phân của nguyên hàm F(x) của f(x) 
(Vì dF x = FD x dx = f x dx) 

Ví dụ 2:  
a) Với x ∈ −∞;	+∞ ;	 2x dx = x! + C; 
b) Với x ∈ 0;	+∞ ;	 (

P
dx = lnx + C; 

c) Với x ∈ −∞;	+∞ ;	 cosx dx = sinx + C 
1.2. Tính chất của nguyên hàm 
 

1) f(x)Ddx = f x + C;     

2)  kf(x)dx = k f x dx ; k	là	hằng	số	khác	0;            

3) f(x) ± g(x) dx = f(x) dx ± g(x) dx 

Ví dụ 3:  
1) cosx D dx = −sinx dx = cosx + C 
2) Với  x ∈ 0;	+∞  ta có 

5sinx +
3
x
dx = 5 sinx dx + 3

1
x
dx = −5cosx + 3lnx + C 

1.3. Sự tồn tại nguyên hàm 
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Mọi hàm số f(x) liên tục trên K đều có nguyên hàm trên K . 
Ví dụ 4:  

a) Hàm số f x = x
2
` có nguyên hàm trên khoảng 0;	+∞  và  

       x
2
`dx = =

+
x
a
` + C 

b)  Hàm số g x = (
bcd2P

 có nguyên hàm trên từng khoảng kπ; k + 1 π ;	 k ∈ ℤ  và  

       (
bcd2P

dx = − cotx + C 

1.4. Bảng nguyên hàm của một số hàm số thường gặp 

0 dx = C   aPdx = ij

kdi
+ C;	 a > 0; a ≠ 1  

dx = x + C cosxdx = sinx + C 

xd dx =
xdn(

n + 1 + C;	 n ≠ −1  sinxdx = −cosx + C 

1
x dx = ln x + C 

1
cos!x dx = tanx + C 

ePdx = eP + C 
1

sin!x dx = −cotx + C 

2. Phương pháp tính nguyên hàm 
2.1. Phương pháp đổi biến số 
Định lí 1 :  

Nếu f(u) du = F u + C	và	u = u(x) là hàm số có đạo hàm liên tục thì  

f u x . uD x dx = F u x + C. 

v Hệ quả. Với u = ax + b	(a ≠ 0), ta có  

f(ax + b) dx =
1
a F ax + b + C 

Ví dụ 5: Tính sin	(3x − 1) dx 
Vì 	

sinudx = −cosu + C nên theo hệ quả ta có  

sin	(3x − 1) dx = −
1
3 cos 3x − 1 + C 

2.2. Phương pháp tính nguyên hàm từng phần 
Định lí 2:  

Nếu hai hàm số u = u x và	v = v(x) có đạo hàm liên tục trên K thì  
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u x . vD x dx = u x v x − uD(x)v x dx . 

§ Chú ý:  
		Vì		uD x dx = du; 	vD x dx = dv;	nên đẳng thức trên còn được viết dưới dạng: 

udv = uv − vdv 

 Đây là công thức tính nguyên hàm từng phần. 
3. Bài tập áp dụng 

Ví dụ 6: Tính  I = cosx sin=xdx 
                                             Giải 
Đặt t = sinx ⟺ dt = cosxdx 
Khi đó 

I = cosx sin=xdx = t= dt =
1
4 t

v + C ==
1
4 sin

vx + C 

 
Ví dụ 7: Tính các tích phân sau 

a)    xePdx                      b)      xcosxdx        c)     lnx dx  
                                                Giải 

a) I = xePdx 

Đặt u = x
dv = ePdx →

du = dx
v = eP  

Do đó I = xePdx = xeP − ePdu = xeP − eP + C 
b)  I = xcosxdx 

Đặt
u = x du = dx

      
dv = cosxd.x v = sinx
ì ì

Þí í
î î

 

I = xcosxdx = xsinx − sinx dx = xsinx + cosx + C. 

c) I = lnx dx 

Đặt 
1u = lnx du = dx
x

dv = dx v = x

ìì ïÞí í
î ïî

  

I = lnx dx = xlnx − dx = xlnx − x + C     
 

BÀI TẬP 
1. Tìm nguyên hàm của các hàm số sau 

a)	f x =
x + x + 1

x` ; 																																							b)	f x = 	
2P − 1
eP  
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c)	f x =
1

sin!xcos!x ; 																																						d)	f x = sin5x. cos3x 

e)	f x =
1

x + 1 x − 5 ; 																															f)	f x = 	
1

−2x + 3 2x + 9  

2. Sử dụng phương pháp đổi biến, hãy tính 

a) 3 − x (&dx ; 																																														b)	 x 1 + x! !&dx 

c) cos!x. sinxdx ; 																																										d)	
dx

eP + e$P + 2 

3. Sử dụng phương pháp tính nguyên hàm từng phần, hãy tính: 

a) xsin!xdx ; 																																																							b)	 x!sinxdx 

c)
x

sin!x dx ; 																																																									d)	 x! + 2x − 1 ePdx 

e) xln(x + 1)dx ; 																																																	f) 	 x	sin	(2x + 1)dx 

g) 1 − x cosxdx ; 																																															h)	 x sin x dx 

 

BÀI 2. TÍCH PHÂN. ỨNG DỤNG HÌNH HỌC CỦA TÍCH PHÂN 
1. Khái niện tích phân 
1.1. Diện tích hình thang cong 
Cho hàm số y = f(x) liên tục, không đổi dấu trên đoạn a; b . Hình phẳng giới hạn bởi đồ 
thị của hàm só y = f(x), trục hoành và hai đường thẳng	x = a; 	x = b được gọi là hình 
thang cong ( H. 1a) 

Ở lớp dưới, ta đã biết cách tính diện tích hình chữ nhật, hình tam giác. Bây giờ, ta 
xét bài toán tính diện tích hình phẳng D giới hạn bởi một đường cong kín bất kì ( H. 1b). 

           

 

a) b) 

                Hình 1  

y = 
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Bằng cách kẻ các đường thẳng song song với các trục tọa độ, ta chia D thành những 
hình nhỏ là những hình thang cong (H.1a). Bài toán trên được đưa về tính diện tích của hình 
thang cong. 

Bài toán tìm diện tích hình thang cong bất kì: 
Cho hình thang cong giới hạn bởi các đường thẳng x = a; 	x = b;	(a < b), trục 

hoành và đường cong y = f(x), trong đó f(x) là hàm số liên tục, không âm trên đoạn a; 	b . 
Với mỗi x ∈ a; 	b . Kí hiệu S(x) là diện tích của phần hình thang cong đó nằm giữa 
hai đường thẳng vuông góc với Ox lần lượt tại a và x ( H.2). 

   Ta chứng minh được S(x) là một nguyên hàm của f(x) trên đoạn a; 	b .  
Giả sử F(x) là một nguyên hàm của f(x) thì có một hằng số C	sao cho S(x) = F(x) + C. 

Vì S(a) = 0 nên F(a) + C = 0 hay C = −F(a). 
Vậy S(x) = F(x) − F(a). 
Thay x = b vào đẳng thức trên, ta có diện tich của hình thang cần tìm là 

S(b) = F(b) − F(a).	

 
Hình 2 

1.2. Định nghĩa tích phân 
Cho f(x) là hàm số liên tục trên đoạn a; 	b . Giả sử F(x) là một nguyên hàm của f(x) trên 
đoạn a; 	b . 
Hiệu số F(b)-F(a) được gọi là tích phân từ a đến b (hay tích phân xác định trên đoạn 
a; 	b ) của hàm số f(x). 

f(x)
}

i

dx = F(x) i
} = F b − F(a) 

Ta gọi a là cận dưới, b là cận trên, f(x)dx là biểu thức dưới dấu tích phân và f(x) là hàm 
số dưới dấu tích phân. 

Chú ý: 
Trường hợp a = b hoặc a > b, ta quy ước  

f(x)
i

i

dx = 0;	 f(x)
}

i

dx = − f(x)
i

}

dx 

Ví dụ 1:  
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x!
=

(

dx =
1
3 x

=
(
= =

1
3 3= − 1= =

26
3  

1
t

~

(

dt = lnt (~ = lne − ln1 = 1 − 0 = 1. 

Nhận xét: 
  a) Tích phân của hàm số f từ a đến b có thể kí hiệu bởi f(x)}

i dx	hay	 f t dt}
i . Tích phân đó 

chỉ phụ thuộc vào f và các cận a; 	b mà không phụ thuộc vào biến số x hay	t. 
   b) Ý nghĩa hình học của tích phân: Nếu hàm số f(x) liên tục và không âm trên đoạn [a;b], 
thì tích phân f(x)}

i  là diện tích S của hình thang cong giới hạn bởi đồ thị của f(x), trục Ox và 
hai đường thẳng x = a; 	x = b (H.1a). Vậy 

S = f(x)
}

i

dx 

2. Tính chất của tích phân 

1)								 kf(x)
}

i

dx = k f(x)
}

i

dx; k	là	hằng	số 

2)								 (f x ± g x )
}

i

dx = f(x)
}

i

dx ± g(x)
}

i

dx 

3)								 f(x)
}

i

dx = f(x)
�

i

dx + f x dx
}

�

. 

 
Ví dụ 2: Tính  4x= − 2x + 5!

& dx 
                                                       Giải 

4x= − 2x + 5
!

&

dx = 4 x=
!

&

dx − 2 x
!

&

dx + 5 dx
!

&

= xv &
! − x! &

! + 5 x &
! = 22 

3. Phương pháp tính tích phân 
3.1. Phương pháp đổi biến  
Định lí. Cho hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a; 	b].	Giả sử hàm số x = φ(t) có đạo hàm liên 
tục trên đoạn α; β  sao cho φ α = a; 	φ β = b	và	a ≤ φ(t) ≤ b với mọi t ∈ α; β . Khi 
đó 

f(x)
}

i

dx = f( φ t . φD(t)

�

�

dt 
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Ví dụ 3: Tính  sin!xcosx
�
2
& dx 

                                                    Giải 
Đặt u = sinx. Ta có uD = cosx. 

Khi x = 0	thì u(0) = 0, khi x = �
!
 thì u �

!
= 1. 

Vậy 

sin!xcosx

�
!

&

dx = u!
(

&

du =
1
3u

=
&
( =

1
3 

3.2. Phương pháp tính tích phân từng phần 
Định lí. Nếu u=u(x) và v=v(x) là hai hàm số có đạo hàm liên tục trên đoạn [a; b] thì 

u(x)
}

i

vD x dx = u(x)v(x) i
} − uD(x)

}

i

v x dx 

hay	 u
}

i

dv = uv i
} − v

}

i

du 

Ví dụ 4: Tính  

I = lnx
~

(

dx 

                                               Giải 

Đặt      u = lnx
dv = dx ↔

du = (
P
dx

v = x
 

Ta có  

I = lnx
~

(

dx = xlnx (
~ − dx = elne − 1ln1 − x (

~

~

(

= e − e + 1 = 1 

4. Bài tập áp dụng 
Bài 1: Tính 

                          P
(nP2 `

(
& dx 

                                                    Giải 
Đặt u = 1 + x!; ta có uD = 2x; u 0 = 1; u 1 = 2 nên 

x
1 + x! =

(

&

dx =
1
2

1
u=

!

(

du = −
1
4
.
1
u! (

!
= −

1
4

1
2!
− 1 =

3
16
. 

Bài 2: Tính       xsinx
�
2
& dx 

                                                     Giải 
Đặt u = x

dv = sinxdx ⟹
du = dx
v = −cosx 

 Do đó  

xsinx

�
!

&

dx = −xcosx &

�
! + cosx

�
!

&

dx = −xcosx &

�
! + sinx &

�
! = 0 + 1 = 1. 
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Bài 3:  Tính I = xcosxdx
�
2
&  

                                                  Giải 

Đặt u=x du=dx
dv=cosxdx v=sinx
ì ì

=>í í
îî  

I = xcosxdx = xsinx &

�
! − sinx

�
!

&

dx = xsinx &

�
! + cosx &

�
!

�
!

&

=
π
2 − 1 

 
5.  Tính diện tích hình phẳng 

5.1. Hình phẳng giới hạn bởi một đường cong và trục hoành 
Diện tích S của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hàm số f(x) liên tục, trục hoành và hai 
đường thẳng x = a; 	x = b (H. 4) được tính bởi công thức 

 

S = f(x)
}

i

dx 

 

 

 Hình 3 

 
 
 
5.2. Hình phẳng giới hạn bởi hai đường cong 

Cho hai đường cong f(x) và g(x) liên tục trên đoạn [a; 	b]. Gọi D là hình phẳng giới hạn 
bởi đồ thị của hai hàm số đó và các đường thẳng x = a; 	x = b (H. 5) được tính bởi công 
thức. 

 

S = f x − g(x)
}

i

dx					(∗) 
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 Hình 4 

Chú ý: Khi áp dụng công thức (*), cần khử dấu giá trị tuyệt đối của hàm số dưới dấu tích 
phân. Muốn vậy, ta giải phương trình f(x) − g(x) = 0 trên đoạn [a, b].  

 Giả sử phương trình có hai nghiệm c; 	d (c < d). Khi đó,	f(x) − g(x) không đổi dấu trên 
các đoạn [a; c]; [c; d]; 	[d; 	b]. Trên mỗi đoạn đó, chẳng hạn trên đoạn [a; c], ta có 

f x − g(x)
�

i

dx					 = f x − g(x)
�

i

dx 					 

Ví dụ 1: Tính diện tích hình phẳng được giới hạn bởi đồ thị của hàm số y = x=, trục hoành 
và hai đường thẳng x = −1; 	x = 2	( H.6) 
                                              Giải 
 

S = x=
!

$(

dx = (−x)=
&

$(

dx + x=
!

&

dx 

= −
xv

4
$(

&

+
xv

4
&

!

=
17
4  

 

 Hình 5 

Ví dụ 2: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của các hàm số: y	 = x!– 	x	– 	4  và 
y	 = 	x	– 	1 . 
                                              Giải 
Ta có: hoành độ giao điểm của hai đồ thị là x!	– 	x	– 	4	 = 	x	– 	1  

⟺ x!	– 	x	– 	4 − 	x + 	1 = 0 ⟹ x! − 2x − 3 = 0 ⟺ x = −1
x = 3   

Vậy diện tích cần tìm là: 

S = x! − 2x − 3
=

$(

dx 

Do x! − 2x − 3 < 0;	∀x ∈ −1; 3  
Suy ra  

S = x! − 2x − 3
=

$(

dx = S = (−x! + 2x + 3)
=

$(

dx = −
x=

3 + x
! + 3x

$(

=

=
32
3  

6. Tính thể tích 
6.1. Thể tích của vật thể 
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  Vật thể giới hạn bởi một mặt cong và hai mặt phẳng x	 = 	a	; 	x	 = 	b; 	a<	b, S(x) là diện 
tích của thiết diện của vật thể trên một mặt phẳng vuông góc với 0x. S(x) liên tục 
trên	[a	; 	b]. 

 Thể tích vật thể là  

V = S(x)
}

i

dx 

6.2. Thể tích của khối chóp và khối chóp cụt 
* Thể tích của khối chóp là: 

V =
Bh
3  

   Với khối chóp có chiều cao bằng h và diện tích đáy bằng B. 
* Thể tích của khối chóp cụt là: 

V =
h
3 (B + B. BD + BD) 

   Với khối chóp cụt tạo bởi khối chóp đỉnh S có diện tích hai đáy lần lượt là B; BD  và có 
chiều cao bằng h. 
7. Thể tích khối tròn xoay 
7.1. Thể tích khối tròn xoay quay quanh trục ox 
Thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi y = f(x)  (C); x = a; x = b, y = 0;  
(a < b), quay quanh Ox  
 

 

 

 

 

 

 

V = π f!(x)
}

i

dx 

 

  

 

 

 

                                 

 

y 

x 
b a 0 

y = f(x) 
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                             Hình 6 

7.2. Thể tích khối tròn xoay khi quay quanh Oy. 
Thể tích khối tròn xoay sinh ra do hình phẳng giới hạn bởi các đường x	 = 	g(y), trục 

Oy, y	 = 	a, y	 = 	b	(a	 < 	b) quay quanh	Oy là: 
 

b 2

a
V=π x (y)dyò

 

 

 

       

   
                                                                                            Hình 7  
 
8. Bài tập áp dụng 
Bài 1: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đường cong y = x= − x			và		y = x − x!. 

                                                     Giải 
Ta có: f x − g x = x= − x	 − x − x! = x= + x! − 2x 

f x − g x = 0 ⟺ x= + x! − 2x = 0 ⟺ x( = −2;	x! = 0; x= = 1. 
Vậy diện tích hình phẳng đã cho là: 

S = x= + x! − 2x
(

$!

dx 

= x= + x! − 2x
&

$!

dx + x= + x! − 2x
(

&

dx  

																					=
xv

4 +
x=

3 − x
!

$!

&

+
xv

4 +
x=

3 − x
!

&

(

=
8
3 +

5
12 =

37
12. 

Bài 2: Tính thể tích vật thể tròn xoay do phần đường tròn (C): x! + y! = R! tâm  O khi quay 
xung quanh trục Ox. 
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                                                Giải 
Khi (C) quay quanh Ox ta có mặt cầu, thể tích khối cầu là  

V = π R! − x!
!

�

$�

dx = R! − x!
�

$�

dx = π R!x −
x=

3
$�

�

=
4
3πR

= 

 
 
 

BÀI TẬP 
1. Tính các tích phân sau: 

a)		 x x + 2x= + 5
!

&

dx																																		b)				 1 − x !`

(
!

$(!

dx;	 

c)		
1

x(x + 1)

!

(
!

dx																																																		d)				 sin!x

�
!

&

dx;	 

e)		 sin2xcos!x
�

&

dx																																													b)				 x x` + x+ x + 7x
!

&

dx;	 

2. Sử dụng phương pháp đổi biến, hãy tính 

a)		
x

1 + x! =

(

&

dx																																																		b)					I =
3x!

x= + 1dx
(

&

;	 

c)		 sin!x. cosxdx

�
!

&

																																														d)				
2x
x! + 1

!

&

dx;	 

e)		 sinx. cos!x

�
!

&

dx																																													b)				
ln!x
x

~

(

dx;	 

 
3. Sử dụng phương pháp tính tích phân từng phần, hãy tính 

a)		 x + 1 sinx

�
!

&

dx																																															b)				 x!lnx
~

(

dx;	 

c)		I = x 1 + cosx dx
�

(

																																					d)				 2x − 3 sinx

�
!

&

dx;	 
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e)		 ln	(1 + x)
(

&

dx																																																	b)				 x! − 2x − 1
!

&

e$Pdx;	 

 
4. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 

a)  y = x!; y = x + 2; 
b) y = lnx ; 
c) y = x − 6 !; 	y = 6x − x!. 

5. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường cong y = x! + 1, tiếp tuyến với đường này 
tại điểm M(2; 5) và trục Oy. 
6. Tính thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường sau khi quay xung quanh 
trục Ox: 

a) y = 1 − x!; y = 0; 
b) y = cosx; y = 0; x = 0; x = π; 
c) y = tanx; y = 0; x = 0; x = �

v
. 
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ÔN TẬP CHƯƠNG II 
 

 
 

 

 



Tổ	Toán	–	Khoa	Khoa	học	cơ	bản	 Trang	37	

 

 

 

 
 

 

 



                                                                                              

Tổ	Toán	 Trang	38	

 

 

 

 
  



Tổ	Toán	–	Khoa	Khoa	học	cơ	bản	 Trang	39	

 

 

 



                                                                                              

Tổ	Toán	 Trang	40	

 

 

CHƯƠNG III: PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 
Mục tiêu 

Sau khi nghiên cứu xong chương này, học sinh có thể: 
- Học sinh nắm được các kiến thức cơ bản về phương trình mặt phẳng; phương trình đường 
thẳng trong không gian;  
- Trình bày được các công thức về phương trình mặt phẳng; phương trình đường thẳng 
trong không gian;   
- Mô tả được dạng hình học của phương trình mặt phẳng và phương trình đường thẳng trong 
không gian; 
- Áp dụng  và giải được các bài tập về Học sinh nắm được các kiến thức cơ bản về phương 
trình mặt phẳng; phương trình đường thẳng trong không gian;  
 

§1. TOẠ ĐỘ CỦA VECTƠ ĐỐI VỚI MỘT HỆ TRỤC TOẠ ĐỘ. 
BIỂU THỨC TOẠ ĐỘ CỦA CÁC PHÉP TOÁN VECTƠ 

1. Tọa độ của điểm và của vectơ 

 1.1. Hệ toạ độ 
  Hệ toạ độ Đề–các vuông góc trong không gian là hệ gồm 3 trục x¢Ox, y¢Oy, z¢Oz vuông góc 
với nhau từng đôi một, với các vectơ đơn vị i , j , k . 

 i j k2 2 2 1= = =                                                   

 i j j k k i. . . 0= = =  
• Toạ độ của một điểm 

                                                                             

M(x; y; z) ÛOM xi yj zk= + +  
 Ví dụ 1:  Xác định các điểm M(0;0;0), A(0; 1; 2), B(1; 0; 2), C(1; 2; 0) trong không gian 
Oxyz. 
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 1.2. Toạ độ của vectơ 

  1 2 3 1 2 3a (a ;a ;a ) a a i a j a k= Û = + +  
nNhận xét 

   • ( ; ; ) ( ; ; )Û =M x y z OM x y z  

• Toạ độ của các vectơ đơn vị: i (1;0;0), j (0;1;0),k (0;0;1)= = =  
•Véc tơ- Không: 0 (0;0;0)=  

 Ví dụ 2: Trong KG Oxyz, cho hình hộp chữ nhật ABCD.A¢B¢C¢D¢ có đỉnh A trùng với O, 
các vectơ AB AD, , AA¢  theo thứ tự cùng hướng với i j k, ,  và AB = a, AD = b, AA¢ = c. Tính 

toạ độ các vectơ AB,AC,AC ,AM¢ , với M là trung điểm của cạnh C¢D¢. 

                                                                                           

O
A

B C

D

D’

C’B’

A’

x

y

z

M

a b

c

 
2. Biểu thức tọa độ của các phép toán vectơ 

 Định lí: Trong KG Oxyz, cho a a a a b b b b1 2 3 1 2 3( ; ; ), ( ; ; )= = . Khi đó: 

1 1 2 2 3 3) ( ; ; )+ = + + +i a b a b a b a b  

1 1 2 2 3 3) ( ; ; )- = - - -ii a b a b a b a b  

1 2 3 1 2 3) ( ; ; ) ( ; ; )= =iii ka k a a a ka ka ka    (k Î ) 
 Hệ quả 

 

1 1

2 2

3 3

ì =
ï• = Û =í
ï =î

a b
a b a b

a b
 

• Với b 0¹  

     
ì =
ïÛ $ Î =í
ï =î

1 1

2 2

3 3

,

:

a b cuøng phöông
a kb

k a kb
a kb

 

• Cho A A A B B BA(x ; y ; z ); B(x ; y ; z )  

               B A B A B AAB x x y y z z( ; ; )= - - -  

M là trung điểm của đoạn AB: A B A B A Bx x y y z z
M ; ;

2 2 2
æ ö+ + +
ç ÷
è ø
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3. Tích vô hướng 

 3.1. Biểu thức toạ độ của tích vô hướng 
 Định lí: Trong không gian Oxyz, cho: 1 2 3 1 2 3a (a ;a ;a ), b (b ;b ;b )= = . 

                1 1 2 2 3 3a.b a b a b a b= + +  
 3.2.Ứng dụng 

  a) Độ dài của một vectơ:  2 2 2
1 2 3a a a a= + +  

 b) Khoảng cách giữa hai điểm:  2 2 2
B A B A B AAB (x x ) (y y ) (z z )= - + - + -  

   c) Góc giữa hai vectơ 

                    1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

a b a b a bcos(a,b)
a a a . b b b

+ +
=

+ + + +
 

   Từ đó suy ra 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b 0^ Û + + =  
 Ví dụ 3: Trong KG Oxyz, cho A(1;1;1), B(–1;2;3), C(0;4;–2). 

a) Tìm toạ độ các vectơ AB , AC, BC , AM  (M là trung điểm của BC). 
b) Tìm toạ độ của vectơ AC 3AB+ , AB 2AC;-  

c) Tính các tích vô hướng AB.AC , ( )AB. 2AC  
 

BÀI TẬP 
 

 Bài 1: Cho ba vectơ a (2; 5;3), b (0;2; 1),c (1;7;2)= - = - = . 

a) Tính tọa độ của vectơ 1d 4a b 3c
3

= - + ; 

b) Tính tọa độ của vectơ e a 4b 2c= - - . 
 Bài 2: Cho ba điểm A = (1; -1; 1), B = (0; 1; 2), C = (1; 0; 1). 
 Tìm tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC. 
 Bài 3: Cho hình hộp ABCD. ' ' ' 'A BCD  biết A = (1; 0; 1), B = (2; 1; 2), D = (1; -1; 1), 
'C (4;5; 5)= - .   

 Tính tọa độ còn lại của hình hộp. 
 Bài 4: Tính  

      a) a.b  với a (3;0; 6)= - , b (2; 4;0)= - ;             b) c.d với c (1; 5;2)= - , d (4;3; 5)= - . 
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BÀI 2. PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG 
1. Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 
1.1. Định nghĩa: Cho mp (P). Nếu vectơ n  ¹ 0  và có giá vuông góc với (P) thì n  đgl vectơ 
pháp tuyến của (P). 

                                                                                        

n
!

P  
Chú ý: Nếu n  là VTPT của (P) thì kn  (k ¹ 0) cũng là VTPT của (P). 

Vectơ n  xác định 
a a a a a a

n
b b b b b b
2 3 3 1 1 2

2 3 3 1 1 2
; ;

æ ö
= ç ÷
ç ÷
è ø

 đgl tích có hướng (hay tích vectơ) của hai 

vectơ a  và b . Kí hiệu:  [ ]n a b,=  hoặc n a b= Ù . 

                                                                               
1.2. Nhận xét:  
• Tích có hướng của hai vectơ cũng là một vectơ. 
• Cặp vectơ a , b ở trên đgl cặp VTCP của (P). 
Ví dụ 1: Tìm một VTPT của mặt phẳng: 
   a) Qua A(2; –1; 3), B(4; 0; 1), C(–10; 5; 3). 
   b) Qua A(2; 0; 0), B(0; 2; 0), C(0; 0; 2). 
                                    Giải  

a) (2;1; 2)= -AB ; ( 12;6;0)= -AC ; ( 14;5;2)= -BC  

AB,AC AB,BC (12;24;24) (1;2;2).é ù é ùÞ = = =ë û ë û  
b) ( 2;2;0); ( 2;0;2); ( 2;2;0)= - = - = -AB AC BC  

 
, , (12;24;24)é ù é ù= =ë û ë ûAB AC AB BC

 
2. Phương trình tổng quát của mặt phẳng 

2.1. Định nghĩa: Phương trình 0+ + + =Ax By Cz D , trong đó 2 2 2 0+ + ¹A B C , được gọi là 
phương trình tổng quát của mặt phẳng. 
§ Nhận xét: 

    a) (P): 0+ + + =Ax By Cz D  Þ (P) có 1 VTPT là ( ; ; )=n A B C . 
   b) PT của (P) qua 0 0 0 0( ; ; )M x y z  và có VTPT ( ; ; )=n A B C  là: 0 0 0( ) ( ) ( ) 0- + - + - =A x x B y y C z z . 
 Ví dụ 2: Hãy tìm một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (a ): 4x – 2y - 6z + 7 = 0. 
  Ví dụ 3: Lập phương trình tổng quát của mặt phẳng (MNP) với M(1; 1; 1), N(4; 3; 2), 
P(5; 2; 1). 
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     Giải 
Ta có: MN (3;2;1);MP (4;1;0)= = . 

Gọi n MN MP ( 1;4; 5)= Ù = - - . 

Phương trình mặt phẳng (MNP) đi qua M(1; 1; 1) và có vectơ pháp tuyến  n ( 1;4; 5)= - -  là: -
1(x-1) + 4(y-1) -5(z-1) = 0 Û -x +4y -5z + 2 = 0 
2.2. Các trường hợp riêng 

a) D = 0 Û (P) đi qua O.     

b) A = 0 Û ( )
( )

Éé
ê
ë

P Ox
P Ox

 

c) A = B = 0 Û ( ) ( )
( ) ( )
é
ê ºë

P Oxy
P Oxy

 

 
 

 
Nhận xét: Nếu các hệ số A, B, C, D đều khác 0 thì có thể đưa phương trình của (P) về dạng: 

                1+ + =
x y z
a b c

 (2)      

(2) được gọi là  phương trình của mặt phẳng theo đoạn chắn. 

 
3. Điều kiện để hai mặt phẳng song song, vuông góc 
3.1. Điều kiện để hai mặt phẳng song song 

Trong KG cho 2 mp (P1), (P2): 
           1 1 1 1 1( ) : 0+ + + =P A x B y C z D  
           2 2 2 2 2( ) : 0+ + + =P A x B y C z D  

• 1 2( ) ( )P P  
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1 1 1 2 2 2

1 2

( ; ; ) ( ; ; )=ì
Û í ¹î

A B C k A B C
D kD

 

• 1 2( ) ( )ºP P  

1 1 1 2 2 2

1 2

( ; ; ) ( ; ; )=ì
Û í =î

A B C k A B C
D kD

 

• (P1) cắt (P2) 
Û 1 1 1 2 2 2( ; ; ) ( ; ; )¹A B C k A B C  
Ví dụ 4: Cho hai mp (P1) và (P2): 
  (P1): 4 0- + + =x my z m  

(P2): 2 ( 2) 4 0- + + - =x y m z  
Tìm m để (P1) và (P2): 
  a) song song 
  b) trùng nhau 
  c) cắt nhau. 
Ví dụ 5: Viết PT mp (P) đi qua điểm M(1; –2; 3) và song song với mp (Q): 2 3 5 0- + + =x y z . 
                                                    Giải 
    Vì (P) // (Q) nên (P) có VTPT (2; 3;1)= -n . 
      Þ (P): 2( 1) 3( 2) 1( 3) 0- - + + - =x y z  
     Û 2 3 11 0- + - =x y z . 
3.2. Điều kiện để hai mặt phẳng vuông góc 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 0^ Û + + =P P A A B B C C  

 
Ví dụ 6: Xác định m để hai mp sau vuông góc với nhau: 

(P): 2 7 2 0- + + =x y mz  
(Q): 3 2 15 0+ - + =x y z  
                            Giải 

 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 0^ Û + + =P P A A B B C C Û 1
2

= -m . 

Ví dụ 7: Viết phương trình mp (P) đi qua hai điểm A(3; 1; –1), B(2; –1; 4) và vuông góc với 
mp (Q): 2 3 1 0- + - =x y z . 
                                     Giải 
(P) có cặp VTCP là: 
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( 1; 2;5)= - -AB  và (2; 1;3)= -Qn ; , ( 1;13;5)é ù= = -ë ûP Qn AB n  

Þ (P): 13 5 5 0- - + =x y z . 
4. Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng 
Định lí: Trong KG Oxyz, cho (P): 0+ + + =Ax By Cz D  và điểm 0 0 0 0( ; ; )M x y z . 

         0 0 0
0 2 2 2

Ax By Cz D
d(M ;(P))

A B C

+ + +
=

+ +
 

 
Ví dụ 8: Tính khoảng cách từ điểm M đến mp(P):  
a) M(1; –2; 13) ; (P): 2 2 3 0- - + =x y z          b) M(2; –3; 5); (P): 2 2 6 0- + - =x y z  

 c) M(1; –4; –2); (P): 5 14 0+ + - =x y z            d) M(3; 1; –2); (P) º (Oxy) 
                      Giải 

  a) 4( ,( ))
3

=d M P ;  b) 11( ,( ))
3

=d M P  

 c) ( ,( )) 27=d M P ; d) ( ,( )) 2=d M P  
Ví dụ 9: Tính khoảng cách giữa hai mp song song (P) và (Q): 

a)  (P): 2 2 11 0+ + + =x y z ; (Q): 2 2 2 0+ + + =x y z               
 b)  (P): 4 8 1 0- + + =x y z ; (Q): 4 8 5 0- + + =x y z  

Giải 
Bằng khoảng cách từ 1 điểm trên mp này đến mp kia. 
a) Lấy M(0; 0; –1) Î (Q). 
 (( ),( )) ( ,( )) 3= =d P Q d M P  
b) Lấy M(0; 1; 0) Î (P) 

    4(( ),( )) ( ,( ))
9

= =d P Q d M Q  

Ví dụ 10: Viết pt mặt cầu (S) có tâm I và tiếp xúc với mp (P): 

    a) (3; 5; 2)
( ) : 2 3 1 0

- -ì
í - - + =î

I
P x y z

                                       b) (1;4;7)
( ) : 6 6 7 42 0
ì
í + - + =î

I
P x y z

 

    Giải 
R = ( ,( ))d I P  

  a) 2 2 2 162( 3) ( 5) ( 2)
7

- + + + + =x y z  

  b) 
2

2 2 2 23( 1) ( 4) ( 7)
11
æ ö- + - + - = ç ÷
è ø

x y z  

Ví dụ 11: Viết phương trình mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu (S) tại M: 
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 a) 
2 2 2( ) : ( 3) ( 1) ( 2) 24

( 1;3;0)
- + - + + =

-
S x y z
M

        b) 
2 2 2( ) : ( 1) ( 3) ( 2) 49

(7; 1;5)
- + + + - =

-
S x y z
M

 

Giải 
 Ta có: =n IM  
a) (P): 4( 1) 2( 3) 2 0- + + - + =x y z  

            b) ( ) :6( 7) 2( 1) 3( 5) 0- + + + - =P x y z . 
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Tổ	Toán	–	Khoa	Khoa	học	cơ	bản	 Trang	51	

 

 
8.Viết phương trình của mặt phẳng: 

a) Đi qua điểm M(1; -2; 4) và nhận n (2;3;5)=  làm vectơ pháp tuyến; 
b) Đi qua điểm A(0; -1; 2) và song song với giá của mỗi vectơ u (3;2;1)= và 
v ( 3;0;1)= -  

c) Đi qua 3 điểm A(-3; 0; 0), B(0; -2; 0) và  C(0; 0; -1). 
9. Viết phương trình mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB với A(2; 3; 7), B(4; 1; 3). 
10. 
a) Lập phương trình của các mặt phẳng tọa độ (Oxy), (Oyz), (Oxz). 

b) Lập phương trình của các mặt phẳng đi qua điểm M(2; 6; -3) và lần lượt song song với 
các mặt phẳng tọa độ. 
11. Lập phương trình của mặt phẳng: 

a) Chứa trục Ox và điểm P(4; -1; 2); 
b) Chứa trục Oy và điểm Q(1; 4; -3); 
c) Chứa trục Oz và điểm R(3; -4; 7). 

12. Cho tứ diện có các đỉnh là A(5; 1; 3), B(1; 6; 2), C(5; 0; 4), D(4; 0; 6). 
a) Hãy viết phương trình của các mặt phẳng (ACD) và (BCD). 
b) Hãy viết phương trình mặt phẳng ( )a  đi qua cạnh AB và song song với cạnh CD. 

13. Hãy viết phương trình mặt phẳng ( )a  đi qua điểm M(2; -1; 2) và song song với mặt phẳng 
( )b : 2x –y + 3z + 4 = 0. 
14. Lập phương trình mặt phẳng ( )a  đi qua hai điểm A(1; 0; 1), B(5; 2; 3) và vuông góc với 
mặt phẳng ( )b : 2x –y + z -7 =0. 
15. Xác định các giá trị của m và n để mỗi cặp mặt phẳng sau đây là một cặp mặt phẳng song 
song với nhau: 

 a) 2x+ my +3z -5 = 0   và    nx – 8y -6z + 2 = 0; 
b) 3x -5y + mz -3 = 0   và   2x + ny – 3z +1 = 0. 

16. Tính khoảng cách từ điểm A(2; 4; -3) lần lượt đến các mặt phẳng sau: 
a) 2x – y + 2z - 9 = 0; 
b) 12x – 5z +5 = 0; 
c) x = 0. 
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BÀI 3. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG TRONG KHÔNG GIAN 
 
1. Phương trình tham số của đường thẳng 

 1.1. Định lí: Trong KG Oxyz, cho đường thẳng D đi qua điểm M0(x0; y0; z0) và nhận vectơ 
1 2 3( ; ; )=a a a a  làm VTCP. Điều kiện cần và đủ để điểm M(x; y; z) nằm trên D là có một số thực 

t sao cho: 

    
0 1

0 2

0 3

= +ì
ï = +í
ï = +î

x x ta
y y ta
z z ta

  

a
!

M0

M

 

1.2. Định nghĩa: Phương trình tham số của đường thẳng D đi qua điểm M0(x0; y0; z0) và có 
VTCP 1 2 3( ; ; )=a a a a  là phương trình có dạng: 

    
0 1

0 2

0 3

= +ì
ï = +í
ï = +î

x x ta
y y ta
z z ta

 

trong đó t là tham số. 
Chú ý: Nếu a1, a2, a3 đều khác 0 thì có thể viết phương trình của D dưới dạng chính tắc: 

0 0 0

1 2 3

- - -
= =

x x y y z z
a a a

. 

Ví dụ 1: Viết PTTS của đường thẳng D đi qua điểm M0 và có VTCP a , với: 
a) (1;2; 3), ( 1;3;5)- = -M a                      b) (0; 2;5), (0;1;4)- =M a  
c) (1;3; 1), (1;2; 1)- = -M a                       d) (3; 1; 3), (1; 2;0)- - = -M a  

Ví dụ 2: Cho các điểm A(2;3;–1), B(1; 2; 4), C(2; 1; 0), D(0;1;2). Viết PTTS của các đường 
thẳng AB, AC, AD, BC. 

Giải 
( 1; 1;5)= - -AB , A(2;3;–1) 

Þ PTTS của AB: 
2
3
1 5

= -ì
ï = -í
ï = - +î

x t
y t
z t

 

Các phương trình đường thẳng còn lại HS tự giải tương tự. 
Ví dụ 3: Viết PTTS của D đi qua điểm A và vuông góc với mặt phẳng (P): 

a) ( 2;4;3), ( ) : 2 3 6 19 0- - + + =A P x y z ;      b) (3;2;1), ( ) : 2 5 4 0- + =A P x y ; 
c) A(1; –1; 0), (P)º(Oxy);                         d) A(2; –3; 6), (P)º(Oyz); 

                                Giải 
a) Vì D ^ (P) nên =a n = (2;–3;6) 

Þ PTTS của  D:  
2 2
4 3
3 6

= - +ì
ï = -í
ï = +î

x t
y t
z t
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Ví dụ 4: Cho đường thẳng D có PTTS. Hãy xác định một điểm M Î D và một VTCP của  D. 

    D: 
1 2
3 3
5 4

= - +ì
ï = -í
ï = +î

x t
y t
z t

 

Giải 
Cho t = t0, thay vào PT của  D. Với t = 0 Þ M(–1; 3; 5) Î D. 

2. Điều kiện để hai đường thẳng song song, cắt nhau, chéo nhau 
2.1. Điều kiện để hai đường thẳng song song 

Gọi  1 2 3 1 2 3( ; ; ), ( ; ; )¢ ¢ ¢ ¢= =a a a a a a a a  lần lượt là VTCP của d và d¢. Lấy M(x0; y0; z0) Î d. 

 d // d¢ Û 
ì ¢=ï
í

¢ï Ïî

a ka

M d
 

M

d
d’

!a

¢!a

 

Đặc biệt: d º d¢ Û 
ì ¢=ï
í

¢ï Îî

a ka

M d
 

Ví dụ 5: Chứng minh hai thẳng sau song song song: 

a) 
2 21

: 2 ; : 2 4
3 5 2

ì ¢= += +ì ïï ¢ ¢í= = +í
ïï = - ¢î = -î

x tx t
d y t d y t

z t z t
                 b) 

1 21 2
: 2 ; : 2

3 2 3 2

ì ¢= - -= +ì ïï ¢ ¢í= + = -í
ïï = + ¢î = - -î

x tx t
d y t d y t

z t z t
 

c)  

 
1 2 3:
9 6 3
7 6 5:
6 4 2

- - -
= =

- - -¢ = =

x y zd

x y zd
 

                         Giải  
a) (1;2; 1)= -a , (2;4; 2)¢ = -a  

Þ , ¢a a  cùng phương. 
Ví dụ 6: Viết phương trình đường thẳng D đi qua điểm A và song song với đường thẳng d 
cho trước: 

a) A(2; –5; 3), d: 
2 3
3 4
5 2

= -ì
ï = +í
ï = -î

x t
y t
z t

                              b) A(1; –3; 2), d: 
3 4
2 2
3 1

= +ì
ï = -í
ï = -î

x t
y t
z t

 

c) A(4; –2; 2), d: 2 5 2
4 2 3
+ - -

= =
x y z                  d) A(5; 2; –3), d: 3 1 2

2 3 4
+ - +

= =
x y z  

     Giải 
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Vì D // d nên D cũng nhận VTCP của d làm VTCP. 
a) Phương trình đường thẳng đi qua A(2; –5; 3) và có VTCP du ( 3;4; 2)= - - là: 

x 2 3t
y 5 4t
z 3 2t

ì = -
ï = - +í
ï = -î

 

b) , c) , d) giải tương tự như câu a). 
2.2. Điều kiện để hai đường thẳng cắt nhau 

Cho 2 đường thẳng  

  d: 
0 1

0 2

0 3

= +ì
ï = +í
ï = +î

x x ta
y y ta
z z ta

, d¢: 

' '
0 1

' '
0 2

' '
0 3

ì ¢= +
ïï ¢í = +
ï

¢= +ïî

x x t a

y y t a

z z t a

 

d và d¢ cắt nhau Û hệ pt ẩn t, t¢ sau có đúng 1 nghiệm: 

   

' '
0 1 0 1

' '
0 2 0 2

' '
0 3 0 3

ì ¢+ = +
ïï ¢í + = +
ï

¢+ = +ïî

x ta x t a

y ta y t a

z ta z t a

 (*) 

Ví dụ 7: Tìm giao điểm của hai đường thẳng sau: 

a) 
2 21

: 2 3 , : 2
3 1 3

ì ¢= -= +ì ïïï ¢ ¢í= + = - +í
ïï = - ¢î = +ïî

x tx t
d y t d y t

z t z t

                                   b) 

1
: 2 2

1
1 2 1:
3 1 1

= +ì
ï = +í
ï = -î
- - -¢ = =

x t
d y t

z t
x y zd

 

c) 
13

: 1 2 , : 2
3 4

ì ¢= +=ì ïïï ¢ ¢í= - =í
ïï = + ¢î = +ïî

x tx t
d y t d y t

z t z t

                                     d) 
53 2

: 2 3 , : 1 4
6 4 20

ì ¢= += - +ì ïïï ¢ ¢í= - + = - -í
ïï = + ¢î = +ïî

x tx t
d y t d y t

z t z t

 

Ví dụ 8: Tìm m để hai đường thẳng d và d¢ cắt nhau. Khi đó tìm toạ độ giao điểm của chúng 

a) 
11

: , : 2 2
1 2 3

ì ¢= -= +ì ïïï ¢ ¢í= = +í
ïï = - + ¢î = -ïî

x tx mt
d y t d y t

z t z t

                                      b) 
21

: 3 2 , : 1

2 3

ì ¢= += -ì ïïï ¢ ¢í= + = +í
ïï = + ¢î = -ïî

x tx t
d y t d y t

z m t z t

 

2.3. Điều kiện để hai đường thẳng chéo nhau 
Cho 2 đường thẳng  

d: 
x x ta
y y ta
z z ta

0 1

0 2

0 3

ì = +
ï = +í
ï = +î

, d¢: 
x x t a
y y t a
z z t a

' '
0 1
' '
0 2
' '
0 3

ì ¢= +
ï

¢= +í
ï ¢= +î

 

d và d¢ chéo nhau Û hai VTCP không cùng phương và hệ pt ẩn t, t¢ sau vô nghiệm: 
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x ta x t a
y ta y t a
z ta z t a

' '
0 1 0 1

' '
0 2 0 2

' '
0 3 0 3

ì ¢+ = +
ï

¢+ = +í
ï ¢+ = +î

 (*) 

• d ^ d¢ Û a a¢^ . 
Ví dụ 9: Chứng tỏ các cặp đường thẳng sau chéo nhau: 

a) 
x tx t

d y t d y t
z t z t

1 31 2
: 1 3 , : 2 2

5 1 2

ì ¢= +ì = + ïï ¢ ¢í= - + = - +í
ïï = + ¢î = - +î

                             b) 
x tx t

d y t d y t
z t z t

21 2
: 3 , : 1

2 3 3 2

ì ¢=ì = - ïï ¢ ¢í= + = +í
ïï = - - ¢î = -î

 

c) 
x y zd

x y zd

2 1:
3 2 2

1 1:
1 2 4

- +
= =

-
- +¢ = =

                                               d) 
x y zd

x y zd

7 3 9:
1 2 1
3 1 1:
7 2 3

- - -
= =

-
- - -¢ = =
-
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BÀI TẬP 

1. Viết phương trình tham số của đường thẳng d trong mỗi trường hợp sau: 
a) d đi qua điểm M(5; 4; 1) và có vectơ chỉ phương a (2; 3;1)= - ; 
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b) d đi qua điểm A(2; -1; 3) và vuông góc với mặt phẳng (a ) có phương trình 
x+ y – z + 5 = 0; 

c) d đi qua điểm B(2; 0; -3) và song song với đường thẳng 
x 1 2t

: y 3 3t
z 4t

ì = +
ïD = - +í
ï =î

; 

d) d đi qua hai điểm P(1; 2 ; 3) và Q(5; 4; 4). 
2. Viết phương trình tham số của đường thẳng là hình chiếu vuông góc của đường thẳng d: 
x 2 t
y 3 2t
z 1 3t

ì = +
ï = - +í
ï = +î

 

lần lượt trên các mặt phẳng sau: 
a) (Oxy);                            b) (Oyz). 

3. Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng d và 'd cho bởi các phương trình sau: 

a) d:
x 3 2t
y 2 3t
z 6 4t

ì = - +
ï = - +í
ï = +î

  và  d ' : 

'

'

'

x 5 t
y 1 4t
z 20 t

ì = +
ï

= - -í
ï = +î

 

b) d:
x 1 t
y 2 t
z 3 t

ì = +
ï = +í
ï = -î

  và  d ' : 

'

'

'

x 1 2t
y 1 2t
z 2 2t

ì = +
ï

= - +í
ï = -î

. 

 
4. Tìm a để hai đường thẳng sau đây cắt nhau: 

d:
x 1 at
y t

z 1 2t

ì = +
ï =í
ï = - +î

  và  d ' : 

'

'

'

x 1 t
y 2 2t
z 3 t

ì = -
ï

= +í
ï = -î

. 

5. Tìm số giao điểm của đường thẳng d với mặt phẳng (a ) trong các trường hợp sau: 

a) d:
x 12 4t
y 9 3t
z 1 t

ì = +
ï = +í
ï = +î

  và  (a ): 3x+ 5y- z- 2 = 0; 

b) d:
x 1 t
y 2 t
z 1 2t

ì = +
ï = -í
ï = +î

  và  (a ): x+ 3y + z + 1 = 0; 

c) d:
x 1 t
y 1 2t
z 2 3t

ì = +
ï = +í
ï = -î

  và  (a ): x+ y + z - 4 = 0; 

6. Tính khoảng cách giữa đường thẳng D : 
x 3 2t
y 1 3t
z 1 2t

ì = - +
ï = - +í
ï = - +î

 và mặt phẳng 
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 (a ): 2x – y + z + 3 = 0. 

7. Cho điểm A(1; 0 ; 0) và đường thẳng D : 
x 2 t
y 1 2t
z t

ì = +
ï = +í
ï =î

. 

a) Tìm tọa độ điểm H là hình chiếu vuông góc của điểm A trên đường thẳng D . 
b) Tìm tọa độ điểm A '  đối xứng với A qua đường thẳng D . 

8. Cho điểm M(1; 4; 2) và mặt phẳng  (a ): x + y +z -1 = 0. 
a) Tìm tọa độ điểm H là hình chiếu vuông góc của điểm M trên mặt phẳng (a ). 
b) Tìm tọa độ điểm M đối xứng với M qua mặt phẳng (a ). 
c) Tính khoảng cách từ điểm M đến mặt phẳng  (a ). 

9. Cho hai đường thẳng 

d:
x 1 t
y 2 2t
z 3t

ì = -
ï = +í
ï =î

  và  d ' : 

'

'

x 1 t
y 3 2t
z 1

ì = +
ï

= -í
ï =î

. 

Chứng minh d và d ' chéo nhau. 
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Bài 4: PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU
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ÔN TẬP CHƯƠNG 
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7.Cho bốn điểm A(-2; 6; 3), B(1; 0; 6), C(0; 2; -1), D(1; 4; 0). 
a) Viết phương trình mặt phẳng (BCD). Suy ra ABCD là một tứ diện. 
b) Tính chiều cao AH của tứ diện ABCD. 
c) Viết phương trình mặt phẳng (a ) chứa AB và song song với CD. 
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8.Lập phương trình tham số của đường thẳng: 
a) Đi qua hai điểm A(1; 0; -3), B(3; -1; 0). 
b) Đi qua điểm M(2; 3; -5) và song song với đường thẳng D  có phương trình 

x 2 2t
y 3 4t
z 5t

ì = - +
ï = -í
ï = -î

 

9.Cho mặt phẳng (a ) có phương trình 3x + 5y – z – 2 = 0 và đường thẳng d có phương 
trình 

x 12 4t
y 9 3t
z 1 t.

ì = +
ï = +í
ï = +î

 

a) Tìm giao điểm M của đường thẳng d và mặt phẳng (a ). 
b) Viết phương trình mặt phẳng (b ) chứa điểm M và vuông góc với đường thẳng d. 

10.Cho điểm A(-1; 2; -3), vectơ a (6; 2; 3)= - - và đường thẳng d có phương trình: 
x 1 3t
y 1 2t
z 3 5t.

ì = +
ï = - +í
ï = -î

 

a) Viết phương trình mặt phẳng (a ) chứa điểm A và vuông góc với giá của a . 
b) Tìm giao điểm M của d và (a ). 
c) Viết phương trình đường thẳng D  đi qua điểm A, vuông góc với giá của a  và cắt 
đường thẳng d. 

11.Tìm tọa độ điểm H là hình chiếu vuông góc của điểm M(1;-1; 2) trên mặt  
phẳng (a ): 2x –y +2z +11 = 0. 
12.Cho diểm M(2; 1; 0) và mặt phẳng (a ): x + 3y – z -27 = 0. Tìm tọa độ điểm M 'đối 
xứng với M qua (a ). 
13.Viết phương trình đường thẳng D  vuông góc với mặt phẳng tọa độ (Oxz) và cắt hai 
đường thẳng 

d:
x t
y 4 t
z 3 t

ì =
ï = - +í
ï = -î

  và  d ' : 

'

'

'

x 1 2t
y 3 t
z 4 5t

ì = -
ï

= - +í
ï = -î

. 

14. Tìm tâm và bán kính của các mặt cầu có phương trình sau: 
    a) 2 2 2x y z 8x 2y 1 0;+ + - - + =  
    b) 2 2 23x 3y 3z 6x 8y 15z 3 0.+ + - + + - =  

 15. Lập phương trình mặt cầu trong hai trường hợp sau: 
   a) Có đường kính AB với A = (4; -3; 7), B = (2; 1; 3); 
   b) Đi qua điểm A = (5; -2; 1) và có tâm C = (3; -3; 1) . 
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 CHƯƠNG IV: THỐNG KÊ VÀ XÁC SUẤT (PHẦN 3) 
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BÀI 2: CÁC QUY TẮC TÍNH XÁC SUẤT  
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Tổ	Toán	–	Khoa	Khoa	học	cơ	bản	 Trang	77	
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Tổ	Toán	–	Khoa	Khoa	học	cơ	bản	 Trang	81	

 

 


