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CHUONG I. HAM SO LUQNG GIAC VA PHUONG TRINH LUQNG GIAC

Muc tiéu:
Sau khi nghién ciru xong chirong nay, sinh vién cé thé:
- Biéu dién dwoc cdc goc heong gidc trén dwong tron lwong gide va tinh dwoc cdc gid tri
luwong giac cua chung.
- Sur dung duwogc cac hé thire co ban giira cdc gia tri lwong gidc, cong thirc cong, cong
thirc nhdn doi, cong thire bién doi tich thanh tong va cong thirc bién doi tong thanh tich
dé gidi cdc bai todn lwong gidc.
- Gidi quyét dwgc mot 6 vdn dé thuc tién gdn véi gid tri rong gide ciia géc lwong gidc
va cac phép bién doi lwong gidc
- Nhén biét duwgc ham sé chan, ham s6 16, ham s6 tuan hodn va cdc dic trung cua do thi
cua chung.
- Ve duoc dé thi ham sé y= sinX, y = cOSX, y =tanx, y= Cotx va gidi thich dwoc cdc tinh
chat co ban cua chung.
- Gidi quyét dwge mot s6 van dé thuc tién gdn véi ham so leong gide;
BAI 1. GOC LUQNG GIAC

1. Goc lwgng giac
1.1. Khai niém goc luwgng giac

Cho hai tia Oa, ODb.
= Néu mot tia Om quay quanh gbc O ciia nd theo mét chidu cb dinh bat
dau tir vi tri tia Oa va dimg & vi tri tia Ob thi ta n6i tia Om quét mot gée
lwong gidc co tia dau Oa, tia cudi Ob. Ki hiéu (Oa, Ob).
= Khi tia Om quay mot goc o, ta ndi sé do ciia goc lugng giac (Oa, Ob)
bing o, ki hiéu Sd (Oa, Ob) =
Quy udre: Chiéu quay ngugc chleu quay cta kim dong hd 1a chiéu duong va
chiéu quay cung chiéu kim ddng ho 1a chiéu 4m.

a w a

@ Chu y: V6i hai tia Oa va Ob cho truge c6 vo s6 goc luong giac tia dau Oa va tia cudi
Ob. Ta ki hi¢u (Oa, Ob) cho tat ca cac goc lugng giac nay.
Vi du 1: Xac dinh s6 do cia cac goc luong giac (Oa, Ob) trong hinh sau:
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b
b ? b
b
a & a
(@] a
a) b) c) d)

Giai
S6 do cua goc luong giac (Oa, Ob) trong trudng hop a 1a 90°.
S6 do cua goc luong giac (Oa, Ob) trong trudng hop b 13 90° +360° = 450° .
S6 do cua goc luong giac (Oa, Ob) trong trudng hop ¢ 1a 90° +2.360° =810°.

S6 do cua goc luong giac (Oa, Ob) trong trudng hop d 1a %.(—3600) =-270°,

@ Nhén xét: S6 do cua cic goc luong gidc co cung tia dau Oa va tia cudi Ob sai khac
nhau mot boi s0 nguyén ctia 360° nén ¢ cong thirc tong quat la:
(0a,0b) = o+ k.360°, k € Z

Vi du 2: Cho MON =60°. Xéc dinh s do ctia cac goc luong gidc dugc biéu dién trong hinh
dudi day va viet cong thire tong quat cua so do goc lugng giac (OM, ON).

M

0 M KL‘/ -

a) by)
1.2. H¢ thirc Chasles (Sa-lo)
Vo1 ba tia Oa, Ob va Oc bat ki, ta co:

(Oa, Ob) + (Ob, Oc) = (Oa, Oc) + k360°, keZ

& Nhan xét: Tu hé thie Sa —lo ta suy ra:
Vi ba tia tuy y Ox, Ou, Ov ta co:
Sd(Ou, Ov) = Sd(0x, Ov) — Sd(0x, Ou) +k360°, keZ
Vi du 3: Cho mét goc lugng giac (Ox, Ou) c6 sé do —270° va mot goc lugng giac
(Ox, Ov) = 135°. Tinh s6 do ctia cac goc luong giac (Ou, Ov).
Giai
S6 do cua cac goc lugng giac tia dau Ou, tia cudi Ov la:
Sd(Ov, Ov) = Sd(0x, Ov) — Sd(Ox, Ou) +k360°, keZ
= 135° — (—270°) + k360°
= 405° +k360° =45° +(k +1)360°
=45’ +m360°, m=k+1,meZ
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2. Pon vi radian
= Trén duong tron ban kinh R tiy y, goc & tim chan mot cung c6 do dai dang bang R
dugc goi 1a mot goc c¢6 sb do 1a 1 radian (doc 12 1 ra —di — an, viét tat 1 rad)

B - |'..'rf

= (Cong thuc chuyén doi s6 do goc tur don vi radian sang d va nguoc lai:

0
a’ = n.ao rad; o rad= (180'(1)
180 T
Vi du 4: Doi cac s do goc sau ddy tir radian sang d6 va nguoc lai:
a) 45°; b) L ; c) 150° ; d) 2
3 4
Giai
. 0
0 180.—
a) 45° = n'450 rad="rad; b)Z= 31 —60°
180 4 3 T

= Chi y: - Khi ghi sb do ctia mot goc theo don vi radian, ta thudng bo chit rad sau sd
do. Vi du: g rad, viét 1a: g;

-V6i don vi rad, cong thirc s6 do tong quat goc luong giac (Oa, Ob) la:
(Oa,0b)=a+k2r,keZ
2. DPuong tron lugng giac
= Duong tron lweng giac la dudng tron co6 tam tai gbc toa do, ban kinh bang 1, duoc
dinh hudéng va lay diém A(1; 0) lam di€ém goc ctia dudng tron.

r

— i 5

= Piém trén duong tron lwong giac bicu dién géc lwong gidc c6 s6 do o (do hoidc
radian) 1a diém M trén dudng tron lugng giac sao cho Sd(Oa, OM) =a.
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BAI TAP
Bai 1. Poi s6 do clia cac goc sau day sang radian:

a) 38° b) ~115° 0 (ET

Bai 2. Poi s6 do clia cac goc sau dy sang do:
13n

a) % b) -5 0y

Bai 3. Biéu dién cac goc luong giac sau trén dudng tron luong giac:

-17n 13w
a b) — —765°
) =3 )=, c)

b J Py 1 r \ < A < A « X A \ \ .7 r,: r
Bal 4. Goc lugng giac BTT[ c6 cung diém bicu dién trén duong tron lugng giac voi goc

lugng gidc nao sau day?
3. 10m, -25n
! 701 7
Bai 5. Viét cong thirc s do tong quat ciia cac goc luong giac(OA, OM) va (OA, ON) trong
hinh sau:

Bai 6: Trong hinh, mam banh xe 6t6 duoc chia thanh nim phan bang nhau. Viét cong thirc
s0 do tong quat cua goc lugng giac (Ox, ON).
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BAI 2. GIA TRI LUQNG GIAC CUA MOT GOC LUOQNG GIAC

1. Gia tri lwong giac cua goc lwong giac

Pinh nghia: Trén duong tron luong gidc, goi M 1a diém biéu dién goc lugng gic ¢ sd do
o. Khi do:

» Tungd) y,, cua M goi la sin cua a, ki hi¢u: Sina;

* Hoanh d¢ x,, cua M goi la c6sin cia a, ki hi€u: cosa;

J4 o A sina . ) P
= Neéu x,, #0thiti s0 Yu _SINa got la tang cua a, ki hi¢u: tana;

Xy Cosa
X v & Xy COSOL ... A ,
* Néuy,, #0thitiso M =— got la cotang cua o, ki hi€u: cota;
Yu Sina

Céc gié tri sina,cosa, tana,coto goi 1a cdc gia tri lwong gidc cua goc o..

..I'. h

" A

! 0 X
MR /
Chuy:

a) Truc hoanh Ia truc cosin, truc tung la truc sin;

Truc As ¢ gbc & diém A(1;0) va song song v6i truc sin goi 1a truc tang;

Truc Bt c6 goc ¢ di€ém B(0; 1) va song song vdi truc cdsin goi 1a truc cotang;
VA As y A

B K !
AR | e || L
: /" o M
/ : \ A = Yo 14
(9] | X (@) X
H -

b) sina, cosa xac dinh véi moi e R;

tana xéc dinh véi a¢g+k7t,keZ;

cota xac dinh voi o # km,k € Z;

€) Vi moi goc luong giac o va ke Z, ta co:
sin(a + k2n) =sina;  tan(a +kn) =tana,;
cos(a + k2m) =cosa;  cot(a + k) = cota;

d) Béng gia tri luong gidc ciia mot s6 goc o dic biét voi 0< o < g (hay0° <a<90°)
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(0°) (30°) |(45°) |(60°) | 90°

Gia tri luon

giac

sina 0 1 J2 NE) 1
? 2 | 2

cosa 1 J3 2 1 0
2 2 | 2

tan o 0 1 1 J3 I
NE

cota I J3 1 0

Sl

Vidu 1 : Tinh sin(_—?j va tan(495°).
Giai
Vi diém biéu dién ciia goc ig“ va goc 2—: trén dudng tron lugng gidc dbi xing nhau qua
truc hoanh, nén ching c6 cung hoanh d¢ va tung do d6i nhau. Do d6 :
sin(_—znj :sin(ﬁj = ﬁ X
3 3 2
Vi 495° = -45° +3.180° nén tan(495°) = tan(-45°) = -1

_2.Tinh gia tri lwong giic ciia mét géc bang may tinh cim tay
Bang may tinh cam tay, ta c6 thé tinh gia tri lwong giac cia mot goc luong giac bat ki.
Trude khi tinh, can chon don vi do goc nhu sau :

T6 Toan - Khoa Khoa hoc co ban Trang 9
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— Lan lugt an cac phim [SHFT), MENU) va (2] dé man hinhhién |1 :Degree

1én bang lua chon don vi do géc. 2:Radian
3:Gradian

— Tiép tuc an phim (1] dé chon don vi do (Degree) hoac
phim (2] dé chon don vi radian.

— An cac phim MENJ) (3] dé vao ché dé tinh todn.

Vi du 2: Sir dung may tinh cam tay dé tinh cos75° va tan (_16%)

3. Hé thirc co ban giira cac gia tri lwong giac cia mot goc lwong giac

e - = i3
*sino+cosa= 1| * tana.cota =1 von a:tk—z—, keZ

v n - 2 ’ -
—vola#z —+kn keZ e*|l+cota= — vOoia#kn ke Z

cos™ o 2 sin” o

e | +tana =

14 3 r.. _TE 14 /4 *r . r Y . 7 14
Vidu 3: Cho cosa =7 voi > <a<0. Tinh cac gia tri lugng gidc con lai cua goc a.
Giai
14 HY 2 H Y 2 7
Ta co: sin“a+cos“ o =1=sin“o =1-cos a:E

7

sino=——(n) _
= \/_ Vi ZE <0 <0 nén sino <0
. 7
sino.=—(I
1 (M
Do do tana=ﬁ=i va cotazizﬂ
cosa 3 tan o 7

I v
4. Gia tri lwong giac cua cac goc lwong giac co lién quan dac biét
= Hai géc d6i nhau: o va —o

Céc diém bicu dién cua hai géc a va —a doi xung qua truc Ox, nén ta co:
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sin(—) =—smna
cos(—a)=cosa
fan(—o) =—tana
cot(—o) =—cota

»= Hai goc hon kém nhau n: o va a+n

Céc diém bicu dién cua hai goc o va o+ do1 xing nhau qua goc toa do O, nén ta co:

sin(a + ) =—-s1na
cos(a + m) =—cosa
tan(a + T)=tana
cot{a +m)=cota

* Hai géc bu nhau: o va n—a

Ya

Céc diém biéu dién cua hai goc o va mt—o doi xing nhau qua truc Oy, nén ta co:

sin (T — @) =smn o

CosS (T— o) =—Cos o
tan (m — o) = —tan
cot(m—a)=-—<cota

* Hai goc phu nhau o va g—a

oA

; - A - A - X 5 . L Lo \ A - s 5 .
Céc diém bicu dién cua hai gbc a va 5 a doi xtg nhau qua duong phan giac d cia goc

x0Oy, nén ta co:

. i
sin '5—(1 = COS O

n
tan (;—a) =cota

Vi du 4:

T -
COSs ;—(1 =Sin a

n
cot (——(1) = tan o
2

a

a) Biéu dién cos638° qua gi tri lwong giac ctia goc cd s6 do tir 0° dén 45°.

g X 19 R S S
b) Biéu dién cot?n qua gia tri lugng giac cua goc cé so do tir 0 dén %

T6 Toan - Khoa Khoa hoc co ban
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Giai

a) c0s638° = cos(—82° +2.360°) = cos(—82°) = cos82° = cos(90° —8°) =sin8’.
b) cot19—7T = cot(_—7T + 2.2nj = cot(_—nj = —cotX
5 5 5 5

BAI TAP

Bai 1. Cac dang thtc sau c6 thé dong thoi xay ra khong?

a/sinoc:§ va CosoL=— b/ sinoc:l va cotoc:l
5 5 3 2

. 1

¢/ tana=3 va cota:§

Bai 2. Cho cosa = ;—: . Tinh sin (i;n - oc) —cos(13n+a) .
Bai 3. Tinh céc gia tri lvgng giac cla goc a, néu:

a/sinoazE va E<oc<n; b/cow:E va 0°<a<90%
13 2 5
¢/ tano =+/3 va n<(x<3?n; d/ Cot(x:_?l va 270° < o < 360°;

NG - A - X . cros - s , croe . LA N £ T .
Bai 4. Bi€u dien céc gia tri lugng gidc sau qua cac gia tri cia goc ¢d so do tir 0 dén " hoac

tr 0° dén 45° va tinh:

a/cos % b/sin 22T ¢/ tan1020°
Bai 5. Chimg minh cac dang thic luong giac sau:
a/sin* o —cos* a.=1-2cos*a b/tana +cota, = ———
sinoLcosa

Bai 6.Rut gon céac biéu thirc sau:

1 1

al + :
tana+1 cota+1

b/cos(g - oc} —sin(m+ o)

¢/ sin (a - g) + c0s(—a. + 67) — tan(a. + m) cot(3n — )

BAI 3. CAC CONG THUC LUQNG GIAC
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1.Cong thirc cOng

*cos(oe+ B)=cosacosf —sinasmfp * cos(o—PB) =cosacosp + smasinf
*sin(a + ) =sinacosP + cosasinf * sin{a— P) =smacospP —cosasinf
tan o + tan | tan o — tan
* tan(a + [3):—B Man(a.—[’;):‘—ﬁ
| -tanatanf I +tano tanP

Vi du 1: Tinh gié tri cua sin— va tan— .
12 12
Giai

sinizsin r_r =sinEcosE—sinEcosE:£.£—

12 3 4 3 4 4 3 2 2

V2
R

tan”~ —tan
T nj_ ag_az_\/?—l_l+\/§

1+tan%tan% 1+43 2

2. Cong thirc géc nhan doi
Cong thure tinh cac gia tri luong gidc cua goc 2o qua cac gia tri lugng giac cua goc o dugce
goi la cong thirc goc nhan doéi.

* cos2a = cos o — sin“a = 2cos"a — 1 = 1 — 2sin*a
*sin2a=2sINUcosu
2tan o

*tan 20 = : -
—fan" o

Vidu 2: Tinh cos” va tan=
8 8
Giai
Ap dung cong thirc nhan d6i: cos2o. = 2cos? o —1, ta co:
1+C03(2.nj 1+COSE 1+\/§
2 8 4

cos? ~ = = = 2 =2+ﬁ;
8 2 2 2 4

T 2+\/§

Vio<Z<Z nén cosE>0. Do d6 cosE =
8 2 8 8 2

Lai co: 1+tan’o = = tan’a = ! -1 ! ~1=3-22

cos’ o costo 2++2
4
Vi 0<g<g nén tang>O.D0 d6: tang:\/S—Z«/E:\/E—l.
BAI TAP

T6 Toan - Khoa Khoa hoc co ban Trang 13
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Bai 1. Khong dung may tinh cam tay, tinh cic gié tri lugng giac ctia cic goc:
a/ " b/ —555°
12
.- , . i T AL -5 3n
Bai 2. Tinh sin| a+— |, cos| ——a | bict sina=— va t<a<—.
6 4 13 2
Bai 3. Tinh cac gia tri lugng gidc ctia goc 2a, biét:
a/sinoc:—3vé O<0c<£; b/sing:§ vVa T<o<2m.
3 2 2 4
Bai 4. Rt gon céac biéu thirc sau:
al \/ESiﬂ((l‘l‘%)—COSOL; b/ (cosa+sina)2—sin 20,
Bai 5. Tinh cac gia tri luong gidc cua goc o, biét:
T 3n

al COSZoc:E va _—n<oc<0; b/ sin2a:_—4ve‘1 Zca<=—.
5 2 9 2 4

Bai 6. Chimg minh ring trong tam giac ABC, ta c6 sinA= sinBcosC + SinCcosB.

Bai 7. Cho tam gidc ABC vudng tai B va c6 hai canh goc vudéng 1a AB =4, BC =3. V& diém
D nidm trén tia ddi cua tia CB théa mian CAD =30°. Tinh tan BAD, tir d6 tinh do dai canh
CD.

30

B 3 e D

BAI 4. HAM SO LUQNG GIAC VA PO THI

To6 Toan Trang 14



1. Ham s6 lwong gidc

Ham so sin la quy tac dat twong (mg moi so thuc x véi so thue sinx, ki hiéu y = sinux.
Ham sé césin 1a quy tic dit twong tmg moi so thyre x vai s6 thue cosx, ki hidu y = cosx.
Ham so tang 1a ham so dugce xac dinh boi cong thire

nx

v . K - ’ .-
y= voix# = + kn (k € Z), ki higu y = tanx.

cos X 2
Ham so cotang la ham s6 dugce xac dinh boi cong thire
COS X

y=— vOi x # knt (k € Z), ki hi¢u y = cotux.
sin x

2. Ham s6 chan, ham s0 1é, ham so tuan hoan
= Ham so chan, ham so 1é

* Ham so y = f(x) voi tap xac dinh D dugce goi la ham so chan néu voi moix € D
taco—x € D va f(—x) = f(x).

* Ham s0 v = f(x) vo&i tap xac dinh D dugc goi 1a ham 56 lé néu voi moi x € D ta cod
—x € Dva f(—x) =—f(x).

C}ll’l y: Do thi cta héqn s6 chin nhan truc tung lam truc doi xung; D0 thi ctia ham sb 1é nhan
goc toa d¢ lam tadm doi xung.
Vi du 1: Xét tinh chén, 1é ciia cac ham s luong giac y = cosx, y = tanx
Giai
a) Ham s y=cosx c6 tip xac dinh 1a R. V&imoi xe R, tacd —x € R va cos(-X) = COSX.
Do d6 ham s6 y= cosx 12 ham sb chén.

b) Ham s6 y = tanx c6 tap xac dinh 13 R\{§+ kr|k Z}.
V61 moi x¢g+kn (keZ), ta co: —x¢—g—kn (k € Z) , cling c6 nghia

lé—x¢g+kn (k e Z) hay —XER\{g+kn|keZ}

Mit khéc: tan(-x) = -tanx. Do d6 ham sb y = tanx 13 ham s6 1¢.
= Ham sb tuan hoan

Ham s y = f(x) von tap xac dinh D dugc got 1a ham sé tuan hoan néu ton tai mot 0
TkhacOsaochovédimoix e DtacoxtT e Dvaf(x+T7)=f(x).
S6 T duong nho nhét thoa min céc diéu kién trén (néu c6) duoc goi la chu ki cua
ham s6 tuan hoan y = f(x).
Vi du 2: Xét tinh tuan hoan cta ham s6 y = sinx va ham s6 y = tanx.
Giai

Ta co: sinx =sin(x +2n), VX e R
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tan(x+n):tanx,vX¢g+kn,keZ

Do d6 ham s0 y = sinx va ham s0 y = tanx la cac ham so0 tuan hoan.

Chu y: a) Cac ham s0 y = sinx va ham s0 y = cosx tuan hoan véi chu ki

21

b) Cac ham s6 y = tanx va ham s0 y = cotx tuan hoan véi chu ki

T
3. Do thi cia cac ham so lwgng giac

= Ham so0 vy =sinx

— Ham s6 tuan hoan véi chu ki 27,

— Ham s6 1¢, ¢6 d6 thi d6i ximg qua goc toa dé O.

— Ham sé dong bién trén cic khoang (—g+k2n; §+k2n) (k € Z) va nghich bién trén

céc khoang G+ k2m: 37”+k21r) (k € Z).

-------54{ ................ === P I B o o 3.3‘. ..... ;“.:Sl[].‘.‘ .....
—— ' —-— ¥ i '

X 2 ' X 3 RN S / e

_3K\E —2r 3n E\ S E il SOF s '\i/ln 5 3T\ X

............. .- R -c/.--.-_--}----..--- --------_..,_:-----_

= Ham s0 y =cosx

— Ham s0 tuan hoan véi chu ki 2.

— Ham s6 chén, co6 do thi doi ximg qua truc Oy.

— Ham sé d(‘)ng bién trén cac khoang (—m + k2n; k2n) (k € Z) va nghich bién trén

cac khoang (k2n; m + k2n) (k € Z).

= Ham s0 y =tanx

To Toan
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— Ham s6 tuan hoan vl chu ki m.
— Ham s6 l¢, ¢o do thi do1 ximg qua goc toa do O.

3 L5 3X X a - i T s
— Ham s6 dong bien trén cac khoang (—%+kn; =% knJ (k € Z).
- -

Vv

=y

0

2=
| =
w|§‘

t\JI

= Ham s0 v =cotx

— Ham s6 tuan hoan véi chu ki .
— Ham s6 1€, c6 d thi d6i ximg qua gdc toa do O.

Vv A

— Ham sb nghich bién trén cac khoang (kn; m + kn) (k € Z).
3n - 3 0
~7\ bi\
BAI TAP

Bai 1: Cac ham s6 dudi day c6 1a ham so chan hay ham s6 1¢ khong?

to | =

a) y=>5sin’x+1; b) y=cosx+sinXx; C) y =tan2x

Bai 2: Tim tap xac dinh cta cac ham sb sau:

a)yzi; b)y=tan[><+§j; QY=
Bai 3: Tim tap gia tri cia ham s6 y=2cosx +1.

Bai 4: Dya vao d6 thi ham s6 y =sin X, xac dinh céc gia tri X €[-m; 7] théa man sinx = 5"

Bai 5: Khi du quay hoat dong, van tdc theo phuong ngang ctia mot cabin M phu thudc vao
goc luong gidc o.=(Ox,OM ) theo ham s6 v, =0,3sina(m/s) (Hinh v&).
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a) Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat ciia v, ;

b) Dua vao do thi ctia ham sb sin, hdy cho biét trong vong quay dau tién (0<a < 2n)

goc o ¢ trong cac khoang nao thi v, tang.

BAI 5. PHUONG TRINH LUQNG GIAC CO BAN

1. Phwong trinh twong duwong

Hai phuong trinh duoc goi 13 twong dwong ( <) néu chung c6 cung tap nghiém.

Vi du 1: Phuong trinh x> —4 =0 tuong dwong v4i phuong trinh nao sau day?

a) 2x*=8; b) NGy TR B

X—2 X-2
Giai

a) Hai phuong trinh x* —4=0 va 2x* =8c¢6 cung tip nghiém {-2; 2} nén hai phuong trinh
nay tuong duong.

b) Taco: X =2 12 mot nghiém cua phuong trinh x> —4 =0nhung khong 1a nghiém ctia
phuong trinh x* —4+ ﬁ = ﬁ . Do d6 hai phuong trinh nay khong tuong duong
v&i nhau.

= Chu y: Dé giai phuong trinh ta thudng bién doi phuong trinh d6 thanh mot phuong trinh
tuong duong don gian hon. Mot s6 phép bién d6i tuong dwong thudng dung:
+ Cong hodc trir hai vé cta phuong trinh véi cung mot s6 hodc ciing mot biéu thirc ma

khong lam thay d6i diéu kién ciia phuong trinh;
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+ Nhan hoic chia hai vé ctia phuong trinh v&i cing mét s6 khac 0 hodc cing mot biéu
thirc ludn cé gia tri khac 0 ma khong lam thay doi diéu kién ciia phuong trinh;

2. Phuwong trinh sinx = m

Xét phuong trinh sinx = m.
e Néu |m| > | thi phuong trinh vé nghiém.
e Néu |m| < 1 thi phuong trinh ¢6 nghiém:
x=a+k2n, ke Z
vix=n—a+i2n. ke Z,

o A o % A 5
voi o la goc thuge ——i+ | sao cho sina = m.

) ] N
Sm A2 3In NGt 10 a T—a N\ 3n A 2xn Sn 3Im\x

o lab-t

a) Mot sb truong hop dic biét:

sinx=1<:>x=g+k2n,keZ;

SinX:—1<:>X:—£+k2n,keZ;

sinx=0<Xx=kn,keZ;

. . u=v+k2n
b) sinu=sinve keZ
U=n—-Vv+k2r

x =a’ +k360°

c) sinx =sina’ < ,
) {x =180° —a° + k360°

Vi du 2: Gidi cac phuong trinh sau:
a) sinx=§; b) sinx:_??’; c) sin(x +30°) =sin(x +60°) .

Giai

. 3 . . (nj
a) SinX=—<sinx=sin| —
2 3
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X=E+k2ﬂ:
= 23 keZ
X:—n+k27c
3

b) Vi —g < —1 nén phuong trinh sinx = %3 vO nghié¢m.

X +30° = x +60° + k360°

c) sin(x +30°) =sin(x + 60°) <
) sin( ) ( ) x+30°:18O°—(x+600)+k360°

< x=45"+k180° k e Z

3. Phuong trinh cosx =m

Xét phuong trinh cosx = m.
e Néu |m| = 1 thi phuong trinh v6 nghiém.
e Néu |m2| < 1 thi phuong trinh c6 nghiém:
x=o+R2n.keZ
vax =—a +kK2n, k € Z,

vai o la goc thude [0; t] sao cho cosa = ni.
* Chuy:
a) Mot sb truong hop dic biét:
cosx=1<x=k2mn keZ,

cosx=-1l<x=n+k2m, keZ;
7T
cosx=0<:>x=§+kn,keZ;

u=v+k2n
b) cosu=cosv < keZ
u=-v+Kk2n

x =a’ + k360°

c) cosx =cosa’ < . .
x=-a +k360

Vi du 3: Gidi cac phuong trinh sau:

a) cosx=-3; b) cosx=cos15’; C) cos X+~ =cos3—n.
12 12

Giai

a) Vi —3<—1 nén phuong trinh cosx =-3 v6 nghiém.
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_ap0 0
b) cosx =cos15’ < X=15"+k360 keZ.
x =-15° + k360°

C) cos X+ :c053—n<:> 12 12
12 12 T 3n
X+—=——+Kk2n

4. Phwong trinh tanx =m

V&i moi so thue m, phuong trinh tanx = m ¢6 nghiém
x=ot+kn ke Z,

g

e it . T W
voi a la goc thude (——7— —7-) sao cho tana = m.
A ; ! i;llll,\

r'/ ' n /j - Y'l' - /)" : o

: Pl / : ;
31 _ T O a7 EL S5t x

- / 2 12/ 2 / [~

f’ | ; v'l ll

-

= Chiy: tanx=tana’ < x=a’+k180°,keZ

Vi du 4: Giai cac phuong trinh sau:
a) tanx =+/3; b) tan2x=tan%;
Giai
a) taﬂX:x/§<:>tanx:tang
<:>X=E+k7t,keZ.

Vay phuong trinh ¢6 nghiém la X = % +km,keZ.

b) tan2x=tan£<:>2x=£+kn,kez
11 11
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ex=—4+kZ kez
22 2

Vay phuong trinh ¢6 nghiém la X = 2—”2 + kg, keZ.

5. Phuong trinh cotx = m

Véi moi 50 thue m, phuong trinh cotx = m ¢o nghiém
x=otkn ke Z,

v a la goe thude (0: ) sao cho cota = m.

CoOLx

X‘T

=Y

n Xﬂ

\
\

\
|

T
= Chuy: cotx=cota’ = x=a’+ki180° keZ
Vi du S: Giai cac phuong trinh sau:

e

a) cotx =——; b) cot3x:cotE;
3 7
Giai
a) cotx:_—3<:>cotx:cot2—;
21

@X:?+kn,keZ.
A . . A 1s 21
Vay phuong trinh c6 nghiém la X :?+ kn,keZ.
T T
b) cot3x=cot7<:>3x=7+kn,keZ

ox="1+kE kez
21 3
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Vay phuong trinh ¢6 nghiém la X = %- + kg, keZ
BAI TAP
Bai 1: Giai cac phuong trinh luong giac sau:

0;

a) sin2x:1; b) sin x— X =sinﬁ; C) sin4x —cos X+ X
2 7 7 6

Bai 2: Giai cac phuong trinh luong giac sau:

B3

a) cos| x+ = |=X2, b) cos4x:cos5—n; c) cos* x =1;
3 2 12

Bai 3: Giai cac phuong trinh luong giac sau:

a) tan x =tan55’; b) tan (Zx - %) =0;

Bai 4: Giai cac phuong trinh lugng giac sau:

3

a) cot 14r =-1 b) cot3x =——;
2 4 3

Bai 5: Tai cic gia tri ndo cua x thi dd thi ham sé y=cosx va y=sinX giao nhau?

Bai 6: Trong hinh sau, khi dugc kéo ra khoi vi tri can bang ¢ diém O va budng tay, luc dan
héi cua 16 xo khién vat A gin ¢ dau cua 1o xo dao dong quanh O. Toa do s (cm) clia A trén

truc Ox vao thoi diém t (gidy) sau khi budng tay duoc xac dinh bdi cong thirc
. e \ ; Wi 3: R \ s
s=10sin (10t + Ej . Vao cac thoi diém nao thi s= —5\/§ cm?

A

'.—"“
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[QBAI TAP CUOI CHUONG I

Bai 1: Cho COSOLZ% va _—2n<oc<0.Tinh:

a) sina,; b) sin 2a; c) cos(ong;

Bai 2: Chimg minh déng thirc luong giac:

a) sin(a.+B)sin(a.—B) =sin’ a—sin’ B ;

b) cos* o —cos’ (oc —~ gj =C0s20. .

Bai 3: Nghiém duong nhé nhat ctia phuong trinh sin (X + gj —sin2x =0 la bao nhiéu?

Bai 4: Giai cac phuong trinh sau:

a) sin2x+cos3x =0;

2

b) sinxcosx =—
4

c) sinx+sin2x =0.

Bai 5: Van tc v(cm/s) cia mot con lic don theo thoi gian t (gidy) duoc cho béi cong thirc:

v =-3sin (1, 5t+ gj (Theo https://www.britannica.com/science/simple-harmonic-motion).

Xac dinh cac thoi diém t ma tai do:
a) Van tdc con lic dat gia tri 1on nhéat;

b) Van téc con lac bang 1,5 cm/s.
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CHUONG II. DAY SO- CAP SO CONG- CAP SO NHAN

Muc tiéu:
Sau khi nghién ciru xong chwong nay, sinh vién c6 thé:
-Nhdn biét dwoe khdi niém, cdc tinh chdt co ban va cdch xdc dinh day sé.
-Nhgn blet duoe cdp so cong va cdp so nhan. Giai thich dwgc cong thirc xac dinh s6
hang tong quat clia cdp s6 céng va cdp sé nhan.
- Tinh dwoc tong cia n s6 hang dau tién cia cdp sé cong va cdp sé nhan.
- Gidi quyét dwoc mot s6 van dé thuc tién gin véi day so.

BAI 1. DAY SO

1.Ddy sb la gi?
Trong thuc té, chung ta thuong p() nhu ciu danh sd thir ty mot loat céac gia tri sb can phai xtr
Ii, tr 6 dua ra khai niém day so:

Ham s6 « xac dinh trén tip hop cac sé nguyén duong N” duoc goi 1a mot day so vé han

(hay goi tit 1a day s6), nghia la

uN >R
n—u =un).

Day s6 trén duoc ki hiéu 1a (u,).

Dang khai trién cua day s6 (1) 1z u,; us; .5 u,; -

» Chu y:
a) u, =u(l) goila sé hang dau, u_=u(n) goi la s6 hang thir n ( hay sé hang tong quat)
ctia diy sb.
b) Néuu, =C véi moi n, ta néi u(n)la diy sé khong doi.
Vidu 1: Cho ham sé v:{L;2;3;4;5} >R

ni—v(n)=2n
Tinh v(1), v(2), v(3), v(4), v(5).
Giai

Ham s6 xac dinh trén tap hop cac s6 nguyén duong N*nén no 1a mot day sb.
Ta co: v(2) =2;v(2) =4;v(3) =6;Vv(4) =8; v(5) =10.

Ham s6 u xac dinh trén tap hop M= {1;2: 3; ___;: m} thi duoc go1 la mét day so hitu han.
Dang khai trién cua day s6 nay la u,, u,. ..., u,, trong d6 u, 1a sé hang dau va u, la
s6 hang cuoi.

Vi du 2: Cho 5 hinh tron theo thir tu ¢6 ban kinh 1; 2; 3; 4; 5.

a) Viét ddy sd chi dién tich ctia 5 hinh tron nay;

)l’

b) Tim s6 hang dau va so hang cuoi cua day so trén.
Giai
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a) Day sb chi dién tich cta 5 hinh tron 1a: 7.1%;7.2%; 1.3%; m.4%; .5°
b) S6 hang dau u, = 7; s6 hang cudi U, =25m;
2. Cach xac dinh day s
Théng thuomg mot day s6 6 thé dugc cho bang cac cach sau:
Cach 1: Liét ké cac s6 hang (véi cac day s6 hiru han).
Cdch 2: Cho cong thirc cna sé hang tong quat u,,.
Cdch 3: Cho hé thirc truy héi, nghia la
* Cho sb hang thu nhat u, (hodac mot vai 0 hang dau tién);
« Cho mot cong thirc tinh u, theo u, _, (hodc theo vai s6 hang dimg ngay trudc no).
Cach 4: Cho bang cich mé ta.

Vi du 3: Cho day sb (u,) véi U, = 3”n;11;
a) Tim bén sé hang dau tién;
b) Tinh u,; va Ug,.
Giai
a) Ba s6 hang dau tién 1a: u, =0;u, :%;u3 :%;u4 :%;
20-1 19 99-1 49

b) Taco: U, =

San A= aq0 U = = .
3.20+1 61 3.99+1 149

3. Dy sb ting, diy s6 giam

Cho day s6 (u,).

Day so (u,) duogc goi la day sé tang néu u, > u, ¥Vn € N.

1

Day s0 (u,) duoc goi la day sé giamneéuu,  <u Vne N.

Vi du 5: X¢ét tinh ting, giam cua cac ddy so sau:

) (a,)véi 2, :%; b) (b,)véi b, =n% ) (c,)véi ¢, =(-2)";
Giai
a) Ta co: a -1 1o vnen.wa (a,)1a ddy s6 giam
: n+1_n+l n_ n’ : ay n y g :

b) Taco: b,, =(n+1)° >n?=b,,vneN". Vay (b, )la day s ting.
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c) Ta cé: ¢, =—2;C, =4;c, =—8,5uy ra ¢, <C,;C, >C,. Vay (c, ) khong la ddy so ting ciing
khong 13 day s giam.
Vi du 6: Xét tinh ting, giam cia cac diy sb sau:
n
a) (a,)véi a, =—; b) (b, )véi b, =n—n?;
) (a,)véi a, =—— ) (b,)
Giai

a) Ta lap ti s6 hai s6 hang lién tiép cua day sb:

n+1

e 2
an+1:n+2:(n+1)(n+1):n :—2n+1:l+ 21 >1vneN
a, n n(n+2) n°+2n n“+2n

n+1

Suyra a,,, >a,,VneN". Vay (a,)la day sb ting.
b) b,,, —b, =[n+1-(n+1)* |-(n—n*)=—n*-n—n+n’=-2n<0,VneN’

Suyra b,, <b,,¥neN". Vay (b,)la ddy s6 giam.

n+1

4. Diy s6 bi chiin

e Day sO (u,) duoce goi la day 50 bi chin trén néu ton tai mot so M sao cho
u <M YneN*

* Dy 50 (u,) duoc goi la day s0 bi chan dwdi néu ton tai mot s6 m sao cho
u,=m,Vn e N*

e Diy s0 (u,) dugc got 1a day so bi chdn néu no vira bi chéan trén vira bi chan dudn,
nghia la ton tai cac s6 M va m sao cho

m=<u,<M Vn e N¥

Vi du 7: Xét tinh bi chan cua cac day sb sau:

m n
5 a, =Ccos—; b) (b, )véi b, =—.
a) (a,)voi a, cos ) (b,)véi b, 1

Giai
. L A .
a) Vi —<cos—<1nén-1<a, <1 VneN".
n

Do d6 day so (a,)bi chan trén va bi chan dudi. Suy ra day so (a,) bi chan.
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b = N 1 inennen—"_>0hay b >0.
n+1 n+1 n+1 n+1

Suy ra 0<b, <1. Do d6 day s6 (b, ) bi chdn trén va bi chan duéi. Suy ra diy s6 (b, ) bi

chan.

BAI TAP

Bai 1: Tim u,,u, va dy doan cong thirc s6 hang tong quat u, cua day s0:
u, =1

_un
1+u,

(n>1)

n+1

Bai 2: Cho day sé(un)v(yi u, :i+i+...+
1.2 23 n.(n+1)

. Tim u;,u,, U, va dy doan cong

thirc sb hang téng quat u,.
Bai 3: Xét tinh ting, giam cua diy sb (yn )V()’i y,=vn+1- Jn.

Bai 4: X¢ét tinh bi chan cua cac day so sau:

. . 5N n : 6n—-4
a)(an)vd1an==$n2—15+cos—gq b) (u,)véi u, = :
3 4 n+2
N ~ A re 2n_1 J . ~ A \ ~ A i~ \ . -
Bai 5: Cho day so (un)vcn u, = 1 Chimg minh day s6 (un)la day so tang va bi chan.
n+
‘. ~ A . na+2 . e 2
Bai 6: Cho day so (un)vcn u, = L Tim gid tri cua a dé:
n+
a) (un)lé day s tang; b) (un)lé day sb giam.
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BAI 2. CAP SO CONG

1. Cip sb cong

=
-~

Cap so cong la mot day so (vo han hoac him han) ma trong do, ke tir s6 hang thir hai, moi
sO hang déu bang tong cua so hang ditng ngay trudc no vol mot so d khong doi, nghia la:

u =u,+d vo1 ne N

n+ 1

Sé d dugc goi 1a cong sai cua cap sd cong.
Vi du 1: Tim cép sb cong trong cac diy sb sau:
a) 5;10;15;20;25;30. b) 1;2;4;8 Q) 7;,7,7;7;7.

Giai
a) Day $6 5:10:15:20:25:30 1a cép $6 cong voi cong sai d =5.
b) Diy s6 1:2;4:8 ¢6 u, —Uu; # U, —U, nén khong phai la cap sb cong.
c) Day sb 7; 7; 7 ;7 ;7 1a cap sb cong voi cong sai 1a d =0.
Vi du 2: Cho cip s6 cong: 3; 6; 9; 12:... . Tim s hang dau, cong sai va U .
Giai
Cép s6 cong da cho c6 s6 hang dau u, = 3; cdng sai d =3.
Tacé u, =12 nén u;, =u, +d=12+3=15.
Vi du 3: Chtrng minh mdi ddy sd sau 1a cip sd cong. Xac dinh sb hang dau va cong sai cua
mdi cap sb cong do.
a) Day sb (u,) véi u, =2n+1;  b)Day 50 (v,) voi v, =-3n+5;
Giai

a) Tacod: u; =2.1+1=3u,,=2(n+)+1=(2n+1)+2=u, +2,VneN",
Vay day sd (un ) 1a cap s6 cong voi s6 hang dau u, =3 va cong sai d =2.
b) Taco: v, =-3.1+5=2;v,  , =-3(n+1)+5=(-3n+5)-3=v, +(-3),VneN".
Vay day so (v, )1a cap s0 cong v6i s6 hang dau v, = 2va cong sai d =-3.

Vi du 4: Cho a, b, ¢ 12 ba s6 hang lién tiép cta cip s6 cong. Tinh b theo a va c.

Giai
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. A ., £ £ A , , a+C
Goi d la cong sai cua cap so cdng, ta cd: d =b-a =c-b. Do d6 b= —

Nhan xét: Néu (u,) la cap so cOng thi ké tir sO hang thir hai, mo1 s6 hang (trir s6 hang cuoi
do1 van cap sO cong hiru han) déu 1a trung binh cong cua hai s6 hang ding ké no trong day,
tuc la:

U, + U,
oy k+1 . 2
Uy =———=(k22).

2. S0 hang tong quat cua cap so cong

Pinhli 1

Néu mot cap so cong (u,) co so hang dau u; va cong sai d thi so hang téng quat u, cua né
duoc xac dinh boi cong thirc:

u,=u,+(n-1yd,n=2.

Vi du 5: Tim s6 hang tong quat ctia cac cap s cong sau:
a) Cap s6 cong (U, )cd U, =5va d =-5;
b) Cép s6 cong (v,)co u, =2va u, =20;

Giai
a)Taco u, =u, +(n-)d =5+ (n-1).(-5)=-5n+10.
Vay sb hang tong quat cua cip sb cong 1a u,=-5n+10.
b)Tacé: U, =2, U, =U,+9d=20=2+9d=20=d=2
u =u+(n-)d=2+(n-1).2=2n
Vay sb hang téng quét cua cip sb cong la u,=2n.
3. Tong ciia n s6 hang dau tién ciia cip so cong
Dinh li 2

Gia su (u,) 1a mot cép ) cong co cong said. Dat S, =u, + u, + ...+ u,, kh1do
_on(u, +u,)
n[2u, +(n-1)d]
2

-~

hay S, =

Vi du 6:
a) Tinh tong 100 s6 nguyén duong dau tién.
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b) Cho cép s6 cong (u, )cé u, + U, = 20. Tinh tong 9 s6 hang du tién clia cap s6 cong do.
c) Cho cép sb cong(Vv,)c6 S, =-3 va S; =-15. Tinh S,

Giai
a) Ta sip xép 100 s nguyén duong dau tién thanh cap sé cong co U, =1,u,,, =100,

Suy ra S, = w —50.101 = 5050.

9(2u, +8d) 9.20

b) u, +us =(u, +3d)+(u, +5d)=2u, +8d=20.Suy ra S, = 5 5 90.
c) Taco: S, :M:—3:>V1+d:—l(l)
g, =22t _ 15y 2d--3(2)
2

. . . . v,+d=-1 v, =1
Tu (1) va (2) ta dugc h¢ phuong trinh

f—
v, +2d=-3 d=-2
50(2v, +49d) 50.[2.1+49.(-2)]
2 2
BAI TAP

Vay S, = = —2400.

Bai 1: Chung minh diy s6 hiru han sau 14 cip s6 cong: 1; -3; -7;-11;-15.

Bai 2: Cho (un ) 1a clp sb cong voi sé hang dau u, =4 va cong sai d =-10. Viét cong thirc s6
hang tong quat u,.

Bai 3: Cho cép sb cong (un ) c6 sb hang dau u, =—3va cong sai d =2.

a) Tim u,,; b) S6 195 1a s6 hang thir bao nhiéu cta cp s6 cong do?

Bai 4: Trong cac diy sb sau day, ddy s6 nao 1a cap s6 cong? Tim sb hang dau va cong sai
cua no.

a) u, =3—4n; b) un:g—4; Ou =5 d) un:9—35n;

Bai 5: Tim s0 hang dau va cong sai cta cap so ccf)ng(un ) , biét:

) {ug—ulzzo_ b){u2+u3:0_ 0 {us—u2:3_

u, +U; =54’ u, +u; =80 Ug.U, =24
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Bai 6: Mot nguroi muén mua mot thanh gd du dé cat ra lam cac thanh ngang ctia mot cai
thang. Biét rang chiéu dai cac thanh ngang ctia cai thang d6 (tir bac dudi cing) lan luot 14
45cm, 43cm,41cm, ..., 31cm.

a) Cai thang d6 c6 bao nhiéu bac?

b) Tinh chiéu dai thanh gb ma ngudi d6 can mua, gia sir chiéu dai cac méi ndi (phan gd bi
cit thanh mun cwa) 1a khong dang ké.

Bai 7: Khi mot vandong vién nhay du nhay ra khoi may bay, gia sir quing dudng ngudi dy
roi tr do (tinh theo feet) trong mdi gidy lién tiép theo thir tw trude khi bung du 1an luot la:
16; 48; 80; 112; 144; ... (cac quing dudng nay tao thanh cip sb cong).

a) Tinh cong sai ctia cip sd cong trén;

b) Tinh téng chiéu dai quing duong roi ty do cta ngudi d6 trong 10 gidy dau tién.

Bai 8:
a) Tinh tong cta 50 s6 tu nhién chin dau tién;
b) Cho cip s6 cong (U, )cd U, +U,, =100.Tinh tong 30s6 hang dau tién cia cap s6 cong do.

¢) Cho cép sb cong(V,)cé S; =18 va S,y =110. Tinh S,,.
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BAI 3. CAP SO NHAN

1. Cip s6 nhan
S
Cﬁp s6 nhan 1a mot day so (hiru han hodc v6 han) ma trong do, ké tir s6 hang thi hai,
mdi s6 hang déu bing tich ctia s6 hang dimg ngay trude nd voi mét s g khong doi, nghia 1a:
u,.,=u,. gvoi ne N
S6 ¢ dugc goi la céng bdi cua cap s nhén.
Vi du 1: Tim s6 hang d4u va cong boi cia cac cip sb nhan sau:
-11-11
a) 3;6;12;24,48;...; b) 1, —;=;—;—..; c) 9;9;9;9;9; ...
2 4 8 16
Giai
a) Dy s0: 3;6;12;24;48; ... 1a cap s6 nhan véi u, =3 va cong boi q =2.
. 11 -11 . -1
b) Day s61; —;—;—;—;...1a cap s0 nhan vé1 U, =1va cong boi q=—.
) Day 21816 p ! gboi q=—
¢) Dy 6 9; 9; 9;9; 9, ... 1 cap sb nhan véi u, =9 va cong bogi q =1.
Vi du 2: Trong cac diy s sau, ddy sd ndo 1 cap s6 nhan? Tim sé hang dau va cong bodi cua
cip sd nhéan do.
a)1;11;121; 12321; 1234321. b)1;-1;1;-1;1. c¢)4,8;12;16.
Giai
a) Ddy s6 1; 11; 121; 12321; 1234321 1a cap s6 nhan vé6i s6 hang dau u, =1 va cong boi
q=11;
b) Day s61; -1; 1; -1; 1 1a cAp s6 nhan v&i s6 hang dauu, =1 va q = -1.
~ A LUy Ug A N A A 1A
c) Day s0 4; 8; 12; 16 c6—= #—nén khong 1a cap so nhan.
ul u2

= Chiiy: Diy s6 (un)le‘l cap sbnhan thi u> =u_,.u_ ., véi n>2

n+l»

2. S6 hang tong quat ciia cAp s6 nhin
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Pinh li 1
Néu mét cap s nhan (u,) c6 s6 hang dau u, va cong boi g thi sé hang téng quat u, cia
no dugc xac dinh bo1 cong thirc:
u=u,.q ',nz2.
Vi du 3: Cho cép s6 nhan c6 8 s6 hang, s6 hang dau 1a 4374, sb hang cudi 1a 2. Tim cong
bdi ctia cp s6 nhan do.
Giai
Tacou, =4374 va u, =2.Goi q la cong boi cua cap s6 nhén nay, ta co:

|
22 (1 aeqct
4374 2178 \ 3 3

u
7 7 8
U =u,.q =¢ =—
ul
Vi du 4: Viét cong thirc s6 hang tong quat u,theo s6 hang dau U, va cong boi q cua cac cap
s6 nhén sau:

1 1 1 1

a) 5; 10; 20; 40; 80; .... b) 1, —; ; ;
10 100 1000 10000

3. Tong ciia n s0 hang dau tién cia cap so nhan
Dinh li 2

Gia sur (1) 1a mot cap so nhan co cong bd1g = 1. Dat S =u, +u, + .. +u  khi do

S :u,(l—q").

l-g
* Chuay: Khi q=1this, =n.u,
Vi du 5: Tinh tong 10 s6 dau tién cta cap s6 nhan (un ) 6 sb hang dau u, =1 va cong boi
q=2.
Giai

AN __0l0
—U1(1 i ),ta C6310=1(1 ’ )
1-q 1-2

Ap dung cong thiic s, = =2 =1023.

Vi du 6: Tinh tong n s6 hang dau tién cta cap s6 nh:?ln(un ) trong cac truong hop sau:
a) u, =10°;9=0,5;n =5; b) u, =10;u, =—20;n =5;
BAI TAP

Bai 1: Trong céc day so sau, day sO nao la cap s6 nhan?
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90,82 vy 9l

=2U, +3

n
Bai 2: Tim s6 hang dau va cong bdi cua cap sé nhan (u, ), biét:

U, —u, =15 U, —U, + U, =65
a) 5 1 : b) 1 3 5

u,—-u,=6 u, +u, =325
Bai 3: a) S6 do bon goc cua mot tir gidc 1ap thanh cip sé nhan. Tim s6 do cta bdn goc do,
biét rang sb do ciia goc 16n nhit gip 8 1an sb do clia gbc nho nhat.
b) Viét sau sd xen giita cac s6 -2 va 256 dé dugc cap s6 nhan c6 tam sb hang. Néu viét tiép
thi s6 hang tht 15 1a bao nhiéu?

Bai 4: Ba s6 theo thir tir 14p thanh cip sé cong. Ching minh rang ba sd a, b, ¢

b-a'b'b-c
theo tht ty 14p thanh cap s6 nhan.

Bai 5: Tinh céc tong sau:

b)S,=9+99+999 + . +99 9.

o
a) S :l+%+3i+...+i; n chir s 9

O BAI TAP CUOI CHUONG II

xs e 1 ex a2 - -1
Bai 1: X¢t tinh tang, giam cua day so(un) Vol U, =——.
. : . 2n+1
Bai 2: Xét tinh bi chdn cua day sé(un) Vol U, = >
n+

Bai 3: Tim s6 hang dau U, va cong sai d cua cap sb ccf)ng(un )biét:
5u, +10u; =0 b) u, +u, =60
S, =14 ' uz +u?, =1170
Bai 4: Tim s6 hang dau u, va cong bdi q ctia cap s6 nhan (un )biét:
u, =96 u,+u,=72
a) 5 : b) 4 2
u, =192 u; +u, =144

Bai 5: Gia st mot quan thé dong vat ¢ thoi diém ban dau c6 110000 cé thé, quan thé nay co
ti 18 sinh 1a 12%/nam, xuat cu 1a 2%/mnam, tir vong la 8%/nam. Du doan s6 ca thé cua quﬁn

thé do6 sau hai nam.
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CHUONG III. GIOI HAN - HAM SO LIEN TUC

Muc tiéu:

Sau khi nghién ciru xong chwong nay, sinh vién c6 thé:
-Nhdn biét dwoc khdi niém gioi han cua day 6, vdn dung dwoc cac gioi han co ban va
cdc phép todn giGi han dé tim gio’i han mét sé day sé don gidn.
- Tinh dwoc tong ciia mot cap $6 nhan Iiii v6 han va vin dung vao gidi quyét nhitng van
dé trong todn hoc va cudc song.
-Nhdn biét khai niém giol han hitu han, gioi han mot phia cua ham 6 tai mot diém, tai
VO cue, gioi han vo cuc tai mot diém thoéng qua xét mét sé gié*i han co ban; tinh gioi
han cua ham 0 bang cach dung nhiing gioi hgn co ban va cac phép toan trén gici han
ham so; gidi quyét dwoc mét so van dé thiee tién gan véi gidi han ham sé.

- Nhdn dang duoc ham 6 lién tuc tai mot diém, hodc trén mot khoang, hodc trén mot
doan,; nhdn biéet duoc tinh lién tuc cua mot tong, hiéu, tich, thwong cua hai ham so lién tuc,
tinh lién tuc cua mot so ham so so cap co ban.

BAI 1. GIOI HAN CUA DAY SO.

1. Giéi han hiru han cia day sb
Gi6i han 0 cia diy s6

Ta non day s6 (u,) cé giéi han 0 khi n dan téi duong vo cuc, néu |u,| nho hon
mot sé duong bit ki cho trudce, ké tir mot s6 hang ndo do trér di, ki hiéu lim u =10

n—>+x0

hay u, — 0 khi n — +o0. Ta con viét la lim u, = 0.

@
n

Vi du 1: Cho diy s6 (un) voi U, = , str dung dinh nghia chting to rang limu_ =0.
Giai

« A R ’ r A A ‘A 1 . J e . A
Vi so tuc duong d bé tuy y cho trudce, lay so tu nhién N sao cho N > E.Khl do, véi moi so

:£££<d.

n N

D"

n

tu nhién n sao cho N> N, ta c6 |un|:‘

Theo dinh nghia limu, =0

% Giéi han co ban
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. lim"LA =0, vdi k nguyén duong bat ki.

* lim ¢" =0, vo1 g la s6 thuc thoa man |g| < 1.

Vi du 2: Ap dung gi6i han co ban, tim: lim

(3

Giai

Ta co: 1 :[

Vi — <1 nén Iim%zlim(ij =0

SR

1 —
J3
Gidi han hiru han cta day so

Ta no1 day so (u,) co gioi han hitu hagn 1a s6 a (hay u, dan té1 a) khi # dan to

duong vo cuc, néu lim (1, —a) =0. Khn d6, ta viét lim u, =ahay limu, =a hayu, —>a

n—+x

khi n — 4o,

< Chii y: Néu u_=c (c la hang sd) thi limu_=limc=c

2
. . . 3n°+1
Vi du 3: Dung dinh nghia, tim gidi han lim 3 n2+ :
Giai
2
n°+1 1 1
bat u, _3 n2+ . Taco u, :3+n—2 hay u, _BZF'
. .1
Suy ra lim(u, —=3) =lim—-=0.
n
2
. . . 3n°+1
Theo dinh nghia, ta c6: limu, =3. Vay lim 3 2+ =3.
n

2. Cac phép toan vé giéi han hiru han cia diy so
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Cho IImu, = a, limv, = b va ¢ la hang s6. Khi dé:

*lim(u,+v)=a+b *lim(u,—v,)=a->b
*lm(c.u)=c.a *lim(u,.v,)=a.b
R ¢ a = ‘ ik - T
. llm—izz (b=0) *Néuw, =20, Vne N*thia=0va ]lm,/u" = \/;
v

"
Vi du 4: Tim cac gi6i han sau:

3n+2 \Von? +1

a) lim ; b) lim
2n-1 n

Giai
2
3+—

a) Ta co Sn+2 —=— 1 (chia ca tir va miu cho n)
n-1 ,_1
n

. 1
3+2.1 llm(3+ 2-nj |im3+2|im3

Tur dolim 2" 2 _ jim 0 - n _3+20_3
2n-1 2_= |im(2_) lim2—lim> 2-0 2
n n n
2 2 2
b) Tac(,)\/gn +1:\/9n +1:\/9n 2+1: 9+i2
\/_2 n n

n n
2
Tirdo tim ¥t _jim Jo L - /Iim(9+i2)=\/Iim9+limi2=\/9+0=3.
n n n n

3. Tong cuiia cap so0 nhan lui vo han

Cho IImu, = a, limv, = b va ¢ la hang s6. Khi dé:

*lm(u,+v)=a+b *lim(u,—v,)=a->b
*lm(c.u)=c.a *lim(u,.v,)=a.b
e a vz Ny - : w0
. hm—"=—[; (b=0) *Néuwu, 20, Vne N*thia=0va llm,/u" =\/Z
v

n

Vi du 5: Tinh téng ciia cdp s6 nhan i vo han: 1—1+i—i+...+ 1 + ...
4 16 64 4

Giai
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Tong trén 1a tong cua cap so nhan lui vo han c6 s6 hang dau u, =1 va cong bd1 q = 7 nen

1 1 1 1Y 1 4
——t———t .| = | tmE——=—
4 16 64 4 1- 1) 5
4
Vi du 6: Biét rang c6 thé coi sb thap phan v6 han tudn hoan 0,666... 1a tong cia mot cp sb
nhan lui vo han:

0,66...:0,6+O,06+0,006+...:0,6+0,6.i+0,6.i2+
10 10

Hay viét 0,666... duéi dang phan sb.
Giai

S6 0,666... 1a tong ctia cap s6 nhan Iui vé han cé s6 hang dau bang 0,6 va cong bdi bang 0

. 6 2
Do d60,66...= ———=—=—.
1L 9 3
10
4. Gidi han vo cuc
* Ta no1 day so (u,) co gioi han 1a +o khi n —+x néu u, lém hon mot s6 duong bat ki,
ké tir mét s6 hang nao do tro di, ki hiéu m u, = +o hay u,— +okhin— +ow.
* Ta noi diy s (u,) ¢é gidi han 1a —o khi n — +oo néu lim(—u,) = +o, ki hiéu
lim u, = —oc hay u, — —o0 khi1 n - +o0.
< Chu y: Ta c6 két qua sau:
a) limu, =+ khi va chi khi lim(-u ) =—oo

ISRt - N |
b) Neu limu, =+ hoac limu, =—oo thi lim—=0;
u

n

L0 \ . N
c)Néu limu, =0 va u, >0, vdi mo n thi lim— = +o0;
u

Vi du 7: Tim gi6i han limq" véi g>1.
Giai

Tx g>1suyra 0<£<1. Do @6, Iiminzlim(l] =0.
q q q
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Ma q" > 0vdi moi n nén limq" =+o.
% Nhan xét:
a) limn* =+ (ke N,k >1);

b) limq" =+ (q>1).

BAI TAP

Bai 1: Tim cac gidi han sau:

2
a) lim—2"*1 . ) lim Y00 =2
n n
2_
o) lim—2_. d) lim"—20*3
2n+1 2n
Bai 2: Tinh tong ctia cac cip sé nhan Iui vo han sau:
1 1 1 1Y 1 1 1 1Y
A ——+=—=F..| = | +. b) =+ —+—+..+| = | +...
2 4 8 2 4 16 64 4

Bai 3: Viét s6 thap phan vo han tudn hoan 0,444... dudi dang mot phén sd.

Bai 4: Tim cac gidi han sau:

2n°+3n . \4n®+3
A ren. ) lim X212
n

a) lim
+1 n
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BAI 2. GIOI HAN CUA HAM SO

1. Gi6i han hiru han ctia ham so tai mot diem

Cho diém x, thudc khoang K va ham s6 y = f'(x) xac dinh trén K hodc K\ {x,}.

Ta néi ham s6 y = f (x) 6 gici han hitu han 1a s6 L khi x dan téi x, néu véi day so (x,)
batki, x, € K\ {x,} vax,— x,, thi f(x,) — L, kihiéu lim f(x)=L hay f(x) > L
khi x — x,. i

x*—4

Vi du 1: Cho ham s6 f(x) = . Tim limf(x) .
X+2

X—>—-2

Giai
Ham s y=f(x) xac dinh trén R\{-2}.
Gia str (x,) 1a day sb bat ki, thoa man X_ #—2v6i moin va N — -+
2
_ oXc=4 (X, +2)(%, -2
I|mf(xn)=I|m“—:I|m( )( )
X, +2

n

=lim(x, —2)=limx, —lim2=-2-2=-4.
X, +2

Vay limf(x)=—4 .

X—>-2

< Nhian xét: limx =x,;limc=c (c: hang s6)

X=X X—Xg
Vi du 2: Tim cé4c giéi han sau:
2
. XS+ 2x+1
a) I|m(2x2—x); b) lim ————=;
x—3 X—-1 X+1

2. Cac phép toan vé gioi han hiru han ctia ham sé
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a) Cho llg]g f(x)=L va \hﬂ] g(x)=M.Khi do:
: lim [£(x)+ (0] = L+ M
+ lim [£(x)-g(x)]= L~ M
+ lim /(). 8= L. M

b) Néu f(x) > 0 va lim f(x)=L thi L>0va lim[f(x) =L.

XX, XX,

(Dau cua f(x) dugc xét trén khoang tim gidi han, x # x,,.)

¢ Nhan xét:

a) lim x* =x§,k1a sd nguyén duong;

X=X

b) lim[cf(x)]=c lim f(x),(c € R, néu ton tai lim f(x) e R).

—>Xp

Vi du 3:Tim cac gidi han sau:

a) lim(x? —4x +2): b) lim X =2
Xl 2 2X +1

Giai
a)ﬁqoﬁ—4x+2y:mnx2—quxy+mq2=1—4+2=—L
3x — 2 Iim(3x—2) 3limx -2 32-2 4

X—2 X2

im = = = -
x>2 2x +1 Iirr;(2x+l) 2Iin;x+1 22+1 5

Vi du 4: Tim céc gidi han sau:

x> -4  Ix+1-2

a) lim ; b) lim
X2 X —2 x»3  X—3
Gidi
2 _ X—=2)(x+2
a) jim X =4 = jim X2 ):Iim(x+2):Iimx+lim2:2+2:4.
Xx>2 X —2 X—2 X — X—2 X—2 X—2

b) |im@ =lim (ﬁ— 2)(M+ 2) (Nhan ca tir vi mau cho (M+ 2))

DiX=3 ot (x-3)(Vx+1+2)
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_lim (x+1)-4

. 1
=lim
3 (x=8)(Vx+1+2) ix+1+2

1

1
- Iirr;(\/x+1+2) - Ixiggx/x+1+2

1 1 1 1
/L'LT;(X+1)+2 /IX|LQX+1+2 J3+1+2 4

3. Gi¢i han mot phia

e Cho ham sé y=f(x) xac dinh trén khoang (x;; ).

Ta n61 ham s6 y = f(x) ¢6 gioi han bén phai la s6 L khi x dan t61 x, néu voi day so (x,)

batki, x,<x,<bvax, - x, thi f(x,) = L, ki hicu lim f(x) = L.

X—»X,
e Cho ham so0 y = f (x) xac dinh trén khoang (a; x,).
Ta n61 ham s6 y = f(x) ¢o gioi han bén trai 1a so L khi x dan td1 x, néu voi day so (x,)

bat ki, a < x <x, vax,— x, thiflx)— L kihi¢u m f(x)= L.

X— X,
% Chuy:
a) Ta thira nhin cac két qua sau:

o Ilimf(x)=L va limf(x)=L khi va chi khi limf(x)=L;

X—X§ X—>Xg X=X

e Néu lim f(x)# lim f(x) thi khong ton tai lim f(x).

|
X—>Xq X=X
b) Céc phép toan vé gidi han hiru han ctia ham sé & muc 2 van dung khi ta thay X — X,
bang X — X hodc X — X, .

) L 1-2xkhix<-1
Vidu 5: Choham s6 f(X) =4 , )
X~ +2khix>-1
Tim cac gidi han lim f(x), lim f(x) va Iimlf(x) (néu co).
X—>—1* x—>-1" X—>=
Giai
Gia str (X, )1a day so bat ki, x, >—1 va x, ——1. Khi d6 f(x,)=3 nén

limf(x_ )=1im3=3. Vay lim f(x)=3.
X—-1"
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Gid sir (X, )1a ddy so batki, x, <—1 va x, ——1. Khi d6 f(x,)=3 nén

limf(x_)=1im3=3.Vay lim f(x)=3.

X—-1"
Vi lim f(x)= lim f(x)=3nén Iimlf(x)=3.
X—>-1* X—>-1" X—>—
4. Gi6i han hiru han ctia ham sé tai vo cue
e Cho ham sb ¥ =f(x) xac dinh trén khoang (a; +«).

Ta noi ham s6 y = £ (x) cé giéi han hivu han 1a s L khi x — +o0 néu voi day s6 (x,) bat ki,
x,=avax,— +o, thif(x,) > L, kihieu hm f(x)= L hay f(x) - L khi x — +0.

e Cho ham s6 y = f'(x) x4c dinh trén khoang (—=; a).

Ta noi ham s6 y = fix) ¢é gidi han hitu han 1a s6 L khi x — —oo néu voi day so (x,) bat ki,
x,<avax,— —oo, thi f(x,)— L kihiéu lim f(x)=L hay f{x) - L khix - —x.

A 2x -1
Vi du 6: Cho ham s6 f(x) = X
X+2

_Tim lim f(x).

—+o0
Giai
Ham sd xac dinh trén (—oo; —2) va (—2; +0) .

Gia st (x, ) 1a day s0 sao cho X >-2 va X, —+o0. Ta co

) L 2—i 2—I|mi s 0
limf(x,) = lim 2222 = |im ’; _ ); _c2
Xy +2 1+— 1+lim— 1+0
Xn Xn
vay lim 221 o
X —>+00 X+2

% Chuy:

a) Véi ¢ 1a hang s6 va k 1a s6 nguyén duong, ta ludén co:

) ... C
limc=c valim —k:O.

X—>to0 X—>to0 X
b) Céc phép toan trén gidi han ham sd & Muyc 2 van dung khi thay X — X, bang X — 40
hodac X — —0.

Vidu 7: Tim cac giéi han sau:
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Ciae X'Ler(Xlz—?’j im 53 o g
a) lim ———=lim *—= =omX o —_3:
X AL Ty lim (1+2j 1+ IimE 1+0
X ol X x>0 X
2 lim (Zj Iimg
b lim —2— = fim X - _=\X) __ o=x 0 _,

X—>—00 X

X
X+l oy 1 Iim(1+lj 1+ lim £ 1+0
X

5. Giéi han vé cwe ciia ham s tai mot diém
Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang (Xo;b).
e Tandi ham s6 y =f(x) c6 giéi han bén phai la +oo khi X — X, vé phia bén phai néu
v6i day s0 (x,) batki, X, <X, <b va X, =X, thi f(x,) —+o0, ki hiéu

lim f(x) > 4o hay f(X) — +o0 khi X — Xj.

X=X
Cho ham s6 y = f(x) x4c dinh trén khoang (a; XO) :
e Tano6i ham sb y =f(x) c6 giéi han bén trai 1a —o khi X — X, vé phia bén trai néu véi

day sb (X, ) batki, a<X, <X, va X, —>X, thi f(X,) —>—oo, ki hiéu lim f(x) — -

hay f(x) - —o khi x = X, .
% Chuy:
a) Cac gidi han

lim £ (x) = o0, lim () = —oo, 1im f(x) =40, lim (x) = o, lim f(x) =+oo; lim f(x) = o0

X—>Xg X—>Xg
duoc dinh nghia tuong tu nhu trén.
b) Ta co6 cac gidi han thuong dung sau:
i 1 i 1
e |im——=+00 va lim —:—oo(aeR);
x—a' X —a x—a~ X —a

e lim x* =400 voi k nguyén duong;

X—>+00

e lim x* =40 néu k 13 s6 nguyén duong chin;

X—>—0

e lim x* =—0 néu k 1a s6 nguyén duong 1é.

X—>—00

c¢) Véi gioi han vo cuc, ta cd mdt sO quy tac sau:
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Néu limf(x)=L =0 va lim g(x) =400 (hodc lim g(x) =—o0) thi Iim[f(x).g(x)]duqc

X—X§

tinh theo quy tic cho boi bang sau:

hm f(x) lim g(x) lim [f(x) . g(x)]
XXy XXy XX,
40 400
L>0
—0 —0
oo -0
L<0
— 400

Quy tic trén van ding khi thay X, thanh X, (hodc +oo,—o0).

Vi du 8: Tinh cac gidi han sau:

) lim 2% b) lim (3x ~1);

x->3 X —3 X—>+0
Giai

2) Ta co: lim 2x=2.3=6: lim —— = o0

X—3" Xx—3 X —

Do do lim 2 = lim {Zx.i} :6.(—oo) =—o0,
x>3 X —3  x-53 X—3

b) Ta co: 3x—1:x(3—£j8uy ra lim(3x—-1)= lim X(3—£)= lim x. lim (3—1j:+oo.
X

X—>+00 X—>+00 X X—>+00 X—>+00 X
BAI TAP

Bai 1: Tim céc giéi han sau:

a) lim (x* =7x+4);  b) lim x2—3 : <) limS=YX+8
X—>—2 x>3x° -9 x—1 X -1
. —x? khix<1l
Bai 2: Cho ham sb f(x)=4 X%
X khix>1

Tim cac gi6i han lim f(x), lim f(x) va limf(x) (néu co).
x—1* x—1" x—1
Bai 3: Tim cac gidi han sau:

2
) lim 4X+3; b) lim 2 ;o ¢) lim X +1.
X+ 2Y x—>-0 33X +1 x—+0 X +]
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Bai 4:Tim céac gio1 han sau:

] 1 ] X
a) lim —;: b) lim (1—x?); c) lim —;
) xo>-1" X +1 ) X—)—DO( ) ) x—>3~ 3—X

BAI 3. HAM SO LIEN TUC

1.Ham so lién tuc tai mgt diem

Cho ham sd y = f(x) xac dinh trén khoang K va x, € K.

Ham sb y = f (x) dugc go1 la lién tuc tai diém X, néu lim f(x)= f(x,).

% Nhan xét: Dé ham s6 y =f(x) lién tuc tai X, thi phai c6 ba diéu sau:

1. Ham s xédc dinh tai X,; 2. Tén tai lim f(x); 3. lim f(x) =f(X,).

X—>Xg
% Chu y: Khi ham s6 y =f(x) khong lién tuc tai diém x, thi ta néi f(x) gian doan tai diém
X, va X,dugc goi la diém gian doan cta ham sé y =f(x).
Vi du 1: Xét tinh lién tuc ctia ham sé:

X% +2khix >0

_ tai diém x, = 0.
2x khix <0

a) f(x)=x>—2x+3 tai diém x,=2; h) f(x)={
Giai
a) Ta co: f(2)=3 va Limf(x)ziim(xz ~2x+3)=2"-22+3=3,suyra limf (x) =f(2).
Vay ham sb y= f(x) lién tuc tai diém X, = 2.
b) Ta co: f(0)=2.0=0;
lim f(x) = lim (2x) =2 lim x=2.0=0;

x—0" X—0" x—0"
lim f(x) = lim (x> +2)=0+2=2.
x—0* x—0"

Suy ra khong ton tai Iing f(x). Vay ham s6 y =f(x) khong lién tuc tai diém x, = 0.

2. Ham s0 lién tuc trén mot khoang, trén mot doan
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e Cho ham s v = f(x) xac dinh trén khoang (a; b).
Ham s6 y = f(x) dugc goi 1a lién tuc trén khodng (a; b) néu f(x) lién tuc tai moi diém
trong khoang ay.

e Cho ham s y = f(x) xac dinh trén doan [a; b].
Ham séf(x) duoc go1 la lién tuc trén dogn [a; b] néuf(x') lién tuc trén khoang (a; b) va

lim f(x) = f(a), lim /(x)= f(5).

X—a

Vi du 2: Xét tinh lién tuc ctia ham sé f(x) = v1— X2 trén doan [-1;1].
Giai

V&imoi X, €(—11), ta co:

lim f(x) = lim V1—x? =\/1— lim x? = 1-x2 =f(x,).

X=X

Do d6 f(x) lién tuc tai moi diemx, € (-11).

Ta lai co:
lim f(x) = lim v1—x? :\/1— lim x*> =+1-1=0="F(-1),
x—>-1" x—-1* x—>-1*

lim f(x) = lim v1— X2 :\/1— limx2 =V1-1=0=1(1).
X—1" Xx—1 X—1"

Vay ham sb y = f(x) lién tuc trén doan [-1;1] (hinh v&).

4

—t— y=Al-x

3. Tinh lién tuc ctia ham so so cap
Fe
» Ham s0 da thirc y = P(x), cac ham s0 lugng giac y = sinx, y = cosx lién tuc trén E.

P(x)
O(x)
y = cot x lién tuc trén cac khoang cua tap xac dinh cua chung.

, ham s6 can thirc y = ,/P(x) . cac ham s6 luong gide y=tan x,

» Ham s6 phan thic y =

Trong d6 P(x) va O(x) la cac da thirc.
% Nhan xét: Ham s thudc nhiing loai trén duoc goi chung 1a ham so so cap.

Vi du 3: X¢ét tinh lién tuc cua cac ham so sau:
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2 p—
) y=3x>—4x° +5x+2; b)y=3x+—);l
X_

Giai
a) y=3x>—4x? +5x+21a ham s6 da thirc nén né lién tyc trén R.

2 - r
b) y= 3X+—);1 1a ham s6 phan thirc, 6 tap xac dinh (—o0;2)\U(2;+00) nén no lién tuc

trén cac khoang (—0;2) va (2;+0).

4. Tong, hiéu, tich, thwong ctia ham so lién tuc

Cho hai ham s6 y = f(x) va y = g(x) lién tuc tai diém x,. Khi do:

* Cachamsé y =1 (x) + g(x), y =f(x) — g(x) vay =f(x) . g (x) lién tuc tai x,.

* Ham s6 y = S lién tuc tai x, néu g(x,) # 0.
g(x)
, e it 10 . .z sin X
Vi du 4: X¢ét tinh lién tuc cua ham s6 Yy = 1
X+

Giai

T4p xéc dinh ctia ham s6: D = (—oo; —1) U (—1; +oo). Céac ham s6 y =sinx va y = x+1 lién tuc

. . o x sin X
tai moi X, € R. Do do, ham s y =
X+1

lién tuc tai moi diém X, #—1(hay lién tuc trén céc
khoéng(—oo; —1) va (—1; +oo) ).

BAI TAP
Bai 1: Xét tinh lién tuc ciia ham sd:

x?+1 khix>0
1-x khix<0

. 2 x> X
a) f(x)= tai diem x=0; b) f(x)= x“+2 khlx_ltaidiém x=1.
X khix<l1

X% —

Bai 2: Cho ham s f(X)={ x+2
a khix=-2

khix = -2

Tim a dé ham s6 y = f(x) lién tyc trén RR.

Bai 3: Xét tinh lién tuc cua cac ham so sau:

a) f(x) = X_4; b) g(x)=v9-x?;  c) h(x)=cosx+tanx.

X2
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Bai 4: Cho ham s6 f(x) =2x —sinx,g(x) =v/x 1.

fx
g(x)

Xét tinh lién tuc ham s6 y=F(x).g(X) va y=

[OBAI TAP CUOI CHUONG III

Bai 1: Tim cac gidi han sau:

sn-1, b) lim o olim—2_; g im{nFDENT2)

a) lim
3n+1

=]
S [N
+
N

Bai 2: Tim cac gidi han sau

a) lim (3x* —x+2); b) tim X 16 0 lim X7

x—-1 x=>4 X —4 X—2 X —2

Bai 3: Tim cac gidi han sau:

. —X+2 . X=2
a) lim ; b) lim ——.
X—>+00 X+1 X—— X

Bai 4:Tim cac gidi han sau:
. 1
a) lim—; b) lim —
x—4" X =4 x>2" 2 —X
Bai 5: Xét tinh lién tuc ciia ham sé:
F(x) = {\/x+4 khix >0

2cosx khix < 0
Bai 6: Cho ham s

x% —25
f(xX)=7 x-5
a khix=5

khix #5

Tim a dé ham s6 y = f(x) lién tuc trén R.
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CHUONG IV. PUONG THANG VA MAT PHANG.
QUAN HE SONG SONG TRONG KHONG GIAN

Muc tiéu:

Sau khi nghién ciru xong chwong nay, sinh vién cé thé:
-Mo6 ta dwoc cach xdc dinh mat phang Xac dinh dwoc giao tuyén ciia hai mdt phang.
Nhdn biét dwoc hinh chop, hinh tu dién.
-Nhdn bié’tgvc‘l van dung duwgc cdc tinh chat vé quan hé song song gitta cdc drong thcfyg
va mat phang. Biét sw dung dinh li Thales trong khong gian. Giai thich dwoc tinh chat
co ban cua hinh lang tru va hinh hop

-Nhan biét dwoc phép chiéu song song. Sur dung duoc phép chiéu song song dé mé td
mét s6 hinh dnh trong thuec tién.

BAI 1. PIEM, PUONG THANG VA MAT PHANG TRONG KHONG GIAN

1. Mt phang trong khong gian

Piém, duong thang, mat phang la ba dbi tuong co ban cta hink hoc khéng gian.

Mat bépg, mat ba‘m,ﬂ mat san nha, mét hd nude yén lang cho ta hinh anh mot phﬁn cua mot
mat phang. Mat phang khong c6 bé day va khong ¢6 gidi han.

Ta thuong dung hinh binh hanh hay mot mién goc dé biéu diénw mat phang va dung chit cai
in hoa hodc chir cai Hy Lap trong dau ngodc dé ki hi¢u mat phang.

L/ A

a) Mat p]mng (P) ) Mt ﬂnm_ (ct)
< Chu y: Mit phang (P) con duogc viét tat 1a mp(P) hoic (P).
< Piém thudc mit phang
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o
l.
*_ Néu diém 4 thudc mat plu'ing (P) thi ta n61 A4 nam trén (P)
hay (P) chira 4, hay (P) di qua 4 va ki hi¢u la 4  (P).
— Néu diém B khong thude mat phing (P) thi ta ndi B nim A
ngoai (P) hay () khong chira B va ki hi¢u la B ¢ (P). P

< Biéu dién cac hinh trong khong gian 1én mét mit phang

Quy tic:

- Hinh biéu dién cta dudng thang 1a duong thang, ctia doan thang 1a doan thing.

- Gifr nguyén tinh lién thudc (thudc hay khong thudc) gitta diém véi duong thang hodc véi
doan thang.

- Gift nguyén tinh song song, cét nhau giita cac dudng thang.

- Biéu dién dudng nhin thiy bang nét v& lién va bidu dién duong bi cac mit phiang che khuat
bang nét vé& dut doan.

A B A

.
gt il -
| e

D' ’,P\

'

a) b) c) d)

2. Céc tinh chét thira nhan ciia hinh hoc khéng gian
Tinh chit 1: C6 mdt va chi mot dudng thing di qua hai diém phan biét cho trudc.

B
A il

Puong thang di qua hai diém phan biét A, B duoc ki hiéu 1a AB.
Vi du 1: Cho ba diém phan biét M, N, P khong thang hang. C6 bao nhiéu duong thang di
qua hai trong ba diém da cho?

Giai
Do qua hai diém phan biét chi c6 mot dudng thang nén qua ba diém phan biét khong thang
hang M, N, P ta xac dinh dugc ba duong théng la MN, NP va PM.

Tinh chit 2: C6 mot va chi mot mit phang di qua ba diém khong thang hang cho trudc.
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Chii y: Mot mit phang di qua ba diém A, B, C khong thang hang duoc ki hiéu 1a (ABC).
Vi du 2: Cho duong thing a di qua hai diém phan biét M, N va diém O khong thudc a. Co
bao nhiéu mat phang di qua ba diém M, N, O?

Giai
Do O khong thudc a nén ba diém M, N, O khong thang hang. Do d6 chi c6 mot miat phang
di qua ba diem M, N, O.

Tinh chit 3: Néu mot duong thang c6 hai diém phén biét thuoc mit phing thi moi diém cua

duong thang déu thudc mit phang do.

=

Chi y: Pudng thang d nim trong mit phang (P) thudng dugc ki hiéu d  (P) hodc (P) > d.

Vi du 3: Cho ba diém A, B, C khong thing hang va mot diém M nim trén duong thiang BC.
Goi (P) 1a mat phing di qua ba diém A, B, C. Ching t6 rang M € (P).

Giai
Ta c6(P) 1a mat phang duy nhat di qua ba diém A, B, C (Tinh chit 2).

Lai c6 moi diém ciia duong thang BC déu thudc miat phang (P) (Tinh chat 3).

Vi MeBC (gt) suyra Me(P).
/Z M
<
B
L P 1 i

Tinh chat 4: Ton tai bon diém khong ciing nam trén mot mat phang,

Chii y: Néu c6 nhiéu diém cung thuoc mot mit phang thi ta néi nhiing diém d6 dong phang,
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con néu khong c6 mit phang nao chira cac diém d6 thi ta nodi ching khdng dong phang.
Vi du 4: Cho bbn diém A, B, C, D khong cing nim trén mot mit phang. Co bao nhiéu mit
phang di qua ba trong bon diém da cho?

Giai
Goi A, B, C, D 1a bdn diém khong cing nam trén mot mit phang trong khong gian (tinh
chat 4). Ta xac dinh duoc bdn mat phing phan biét 1a (ABC), (ABD), (ACD), (BCD).
Tinh chit 5: Néu hai mit phiang phan biét c6 mot diém chung thi chiing c6 mot dudng

thang chung duy nhat chira tat ca cac diém chung ctia hai mit phang do.

Chii y: Duong thing d chung ctia hai mit phang (o) va (B) duoc goi 1a giao tuyén cia (o)
va (B), ki hicud =(a) N (B).
Vi du 5: Cho tam gidc ABC va mét diém O khong thudc mit phang (ABC). Xac dinh giao
tuyén cua hai mit phing (OAB) va (ABC).

Giai
Ta c6 A, B 13 hai diém chung cua hai mit phing (OAB) va (ABC). Suy ra AB la giao tuyén
ctia hai mat phang (OAB) va (ABC).
Tinh chit 6: Trong mdi miat phang, cac két qua da biét ciia hinh hoc phing déu dang.
Vi du 6: Cho bon diém A, B, C, D khong cling nam trén mot mit phang.
a) Goi O 1a trung diém ciia CD, G va G lan luot 1a trong tAm ciia tam giac ACD va BCD.
Chung minh GG || AB;
b) Cho diém E trén Ab sao cho EG cat mit phang di qua ba diém B, C, D tai F. Chtitng minh
bdn diém B,G,O,F thang hang.
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Giai

a) Goi (P) 1a mat phing di qua ba diém O, A, B duoc xac dinh theo tinh chét 2.

Trong mit phang (P), ta co:

1
o6 =— (Vi G la trong tam cua tam giac ACD);
OA 3
oG = 1 (Vi G'la trong tdm cta tam gidc BCD).
OB 3
Suy ra o6 = % Ap dung tinh chat 6, suy ra GG || AB.
OA OB

b) Goi (Q) 1a mat phang di qua ba diém B, C, D. Cac diém B,G', 0, F1a diém chung cua hai
mit phing phan biét (P) va (Q). Theo tinh chét 5, chiing phai cung ndm trén giao tuyén cta
(P) va (Q). Vay B,G’,0O,F thang hang.

3. Cach xac dinh mit phing

Mot mat phang dugce xac dinh néu biét n6 chira ba A
diém khong thang hang.

Mit phang xac dinh boi ba diém A, B, C khong thang hang, ki hiéu mp(ABC) hay (ABC).
Vi du 7: Cho ba diém A, B, C khong thang hang va khong nam trong mit phang (P). Biét ba
duong thang AB, AC, BC lan luogt cat (P) tai cac diém M, N, E (hinh v€). Ba diém M, N, E
c6 thang hang khong? Giai thich.
Giai

Goi (Q) 1a mit phang xac dinh bdi ba diém A, B, C. Tacé M e AB va ABc (Q),suy ra

M € (Q).

Mit khac, M e (P). Vay M e (P) n(Q).
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Tuong ty, ta ciing cd6 N e (P) N (Q)va E e (P) N (Q). Suy ra ba diém M, N, E thang hang vi

cing nam trén dudng thiang giao tuyén cua hai mit phang (P) va (Q).

Mot mat phing duge xac dinh néu biét né chira e
mot duong thang va mét diém khong thude dudng o
thang do.

Mit phang xac dinh boi diém A va dudng thing a khong qua diém A, ki hiéu mp(A, a) hay
(A ).
Vi du 8: V6i dudng thing d va hai diém M, N phén biét khong thudc d, ta xac dinh duoc
bao nhiéu mit phing?

Giai
Vé6i duong thang d va diém M khong thudc d ta xac dinh dugc mit phang tht nhét 1a
(M, d). Néu diém N thudc mit phang (M, d) thi ta chi xac dinh dwgc mot mit phang. Néu
diém N khong thudc (M, d) thi ta chi x4c dinh dugc mot mit phang thir hai 1a (N,d).

borahd .

d :
A
M x

Mot mat phang duge xac dinh néu biét né chira hai /X
b

duong thang cat nhau.

Mit phang xac dinh béi hai dudng thang a, b cat nhau, ki hiéu mp(a, b).
Vi du 9: Véi ba duong thang a, b, ¢ khong cling nam trong mot mit phang va cung di qua
mot diém O, ta xac dinh duoc bao nhiéu mat phéng?

Giai
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Tt ba cap duong théng cit nhau a va b, b va ¢, ¢ va a, ta xac dinh duogc ba mit phéng la
mp(a,b), mp(b,c), mp(c, a).

i
a ¢
h
4. Hinh chop va hinh tir dién
Hinh chop
Cho da giac 16i 4,A45...4, ndim trong mat phfing (ct) va diém S khong thude (o).

Noi S vai cac dinh 4, 4., ..., 4, ta dugc » tam giac SA, A,, SA: A5, ..., SA,A,.
Hinh tao boi 7 tam giac do va da giac 4,4,...4, dugc goi la kinh chop, ki hi¢u
S..’i 1‘42““'1“'

Trong hinh chép SA/A,..A,, ta goi:

- Diém S 1a dinh;

- Céc tam giac SA /A, ,SAA,,..SA A, la cac mat bén;
- Da giac A/A,..A, 1a mat day;

- Cac doan thang SA,SA,,..SA 1a cic canh bén;

- Cac canh cua da gidc A/A,..A, 1a cdc canh day.

Vi du 10: Cho hinh chop S.ABCD (hinh v&). Goi tén cac mat bén, mat day, canh bén, canh
day cua hinh chép S.ABCD.
Giai A
Hinh chép S.ABCD cé:
- Cac mat bén: SAB, SBC, SCD, SDA;

- Mat day ABCD;
—
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-Cac canh bén: SA, SB, SC, SD;

- Céc canh day: AB, BC, CD, DA.
Hinh tr dién

Cho bbn diém A, B, C, D khong dong phang. Hinh tao bdi bon tam giac ABC, ACD, ADB
va BCD dugc goi 1a hinh ti& dién (hay tir dién). Ki hi¢éu ABCD.
Trong hinh tr dién ABCD (hinh v&), ta goi:

- Céc diém A, B, C, D la c4c dinh.

- Cac doan théng AB, AC, AD, BC, CD, BD la cac canh cua tu dién.
- Hai canh khong di qua cing mét dinh 14 hai canh doi dién.

- Céc tam giac ABC, ACD, ADB, BCD la cac mat cua tr dién. B<-

- Pinh khong thudc mot mit cia tir dién 1a dinh ddi dién véi mat do

Vi du 11: Goi tén cac mat, cac cap canh ddi dién cua ti dién MNPQ (hinh v&).
Giai M

Tu dién MNPQ c6:
- Cac mat: MNP, MPQ, MQN, NPQ.
- Céc cdp canh dbi dién: MN va PQ, MP va NQ, MQ va NP.
Chuy: N 0
a) Hinh tr dién co bdn mat 1a cac tam giac déu duoc goi la hinl P
tir dién déu.
b) Mot tir dién c6 thé xem nhu 1a mot hinh chép tam giac v6i dinh 1a mot dinh tiy ¥ cia tir
dién va day l1a mat cua tir di€n khong chira dinh do.
Vi du 12: Cho tr dién SABC. Goi M, N lan luot 13 hai diém trén hai canh AB va BC sao
cho MN khong song song vdi AC.
a) Tim giao diém ciia dudng thang MN va mit phang (SAC);
b) Tim giao tuyén cta cdc mit phing (SMN) va (SAC); (SAN) va (SCM).

Giai
a) Trong mp(ABC), vé& giao diém E ctia MN va AC. Ta c6 E e AC= E € (SAC).

Vay E giao diém cta duong thang MN va mit phang (SAC).
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b) Ta c6 S va E 13 hai diém chung ctia hai mat phang (SMN) va (SAC), suy ra
(SMN) N (SAC) =SE.

Trong mp(ABC), vé& giao diém F ctia AN va MC. Ta c6 S va F 1a hai diém chung cua hai
mit phang (SAN) va (SCM), suy ra (SAN) " (SCM) =SF.

S

BAI TAP
Bai 1: Cho hinh chép S.ABCD, goi O 1a giao diém cta AC va BD. Liy M, N lan luot thudc
cac canh SA, SC.
a) Ching minh dudng thang MN nidm trong mit phing (SAC).
b) Chung minh O 13 diém chung cua hai mit phang (SAC) va (SBD).
Bai 2: Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day 1a hinh binh hanh. Goi M 14 trung diém cta SC.
a) Tim giao diém I cua dudng thing AM va mit phang (SBD). Chimg minh IA =2IM.
b) Tim giao diém E cua duong thang SD va mit phing (ABM).
¢) Goi N 1a diém tuy ¥ trén canh AB. Tim giao diém cua duong thing MN va mit phing
(SBD).
Bai 3: Cho hinh chép S.ABCD c¢6 d4y 1a hinh binh hanh. Goi O 14 giao diém cia AC va

BD; M, N lan luot 14 trung diém cua SB, SD; P thudc doan SC va khong la trung diém cua
SC.

a) Tim giao diém E cua duong thang SO va mat phang (MNP);

b) Tim giao diém Q cua duong thang SA va mit phang (MNP);

¢) Goi I, J, K 1an luot 1a giao diém cia QM va AB, QP va AC, QN va AD. Chiémg minh I, J,
K thang hang.

Bai 4: Cho t& dién ABCD. Goi E, F, G lan luot 13 ba diém trén ba canh AB, AC, BD sao
cho EF cat BC tai I (1 #C), EG cat AD tai H (H=D).

a) Tim giao tuyén cua cac miat phang (EFG) va (BCD); (EFG) va (ACD);

b) Chirng minh ba dudng thang CD, IG, HF cung di qua mot diém.
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Bai 5: Cho tir dién SABC. Goi H, K 1an luot 13 hai diém trén hai canh SA, SC
(H=S,A;K#S,C) sao cho H, K khong song song v&i Ac. Goi I 12 trung diém ctia BC.
a) Tim giao diém ctia duong thang HK va mat phang (ABC).

b) Tim giao tuyén ctia cac mit phang (SAI) va (ABK); (SAI) va (BCH).

BAI 2. HAI PUONG THANG SONG SONG

1. Vi tri twong déi ciia hai dwong thing trong khong gian

Cho hai duong thang a va b trong khong gian. Khi dé c6 thé xay ra mot trong hai trudng
hop:

Truwong hep 1: C6 mdt mit phing chira a va b. Khi d6 ta ndi a va b dong phang. Theo két
qua hinh hoc phang, c6 ba kha ning sau ddy xay ra:

- Néu a va b ¢6 hai diém chung thi ta néi a tring v&i b, ki hiéu: a=b.

- Néu a va b c6 mot diém chung duy nhat M thi ta néi a va b cdt nhau tai M, ki héu:
anb=M.

- Néu a va b khong c6 diém chung thi ta ndi a va b song song véi nhau, ki hiéu a|| b.
Truwong hop 2: Khong c6 miat phiang ndo chira ca a va b. Khi d6 ta n6i hai dudng thang a va
b chéo nhau hay a chéo b
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|

a= anb=M I/l a, b chéo nhau

a) b) c) d)

Hai d.u(‘mg thing goi 1a song seng néu ching nim trong ciing mdt mat phang va khong
c6 diém chung.
Chuy:
a) Hai duong thang goi 1a chéo nhau néu ching khong ddng phing.
b) Cho hai duong thang song song a va b. C6 duy nhat mot mit phang chira hai dudng thing
do, ki hiéu mp(a,b).
Vi du 1: Cho ti dién ABCD c¢6 M, N lan luot 1a trung diém ciua AB, AC. Xét vi tri twong
dbi cua cac cip duong thang sau day:
a) MN va BC; b) AN va CD; c) MN va CD.

Giai

a) Trong mit phang (ABC), MN la dudng trung binh ctia tam giac ABC, suy ra MN || BC.
b) Trong mit phang (ACD), ta c6 AN cit CD tai diém C.
¢) Gia st MN va CD cung nim trong (P), suy ra duong thing NC niam trong (P), suy ra (P)
chtra diém A. Tuong ty, ta cling c6 AM nam trong (P), suy ra (P) chira diém B.

Suy ra (P) chura ca bon dinh cua tr dién ABCD. Piéu nay v li.
Vay hai dudng thing MN va CD khong nam trong bat ki mit phang nao, suy ra MN chéo
véi CD.
2. Tinh chit co ban vé hai duwdng thing song song
Pinh li 1: Trong khéng gian, qua mét diém nam ngodai mét dwong thang, c6 mét va chi mot
dwong thang song song véi dwong thang do.
Vi du 2: Cho tir dién ABCD. Trong mit phang (ABC). V& hinh binh hanh ACBE. Goi d 1a
duong thang trong khong gian di qua A va song song voi BC. Chitng minh diém E thudc
duong thang d.

Giai
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Ta c6 ACBE 1a hinh binh hanh, suy ra AE|| BC. Do d6, trong khong gian chi ¢6 duy nhat
mot duong thang di qua A va song song véi BC, suy ra AE phai tring d, vy diém E phai
thudc d.

3

Pinh li 2: Néu ba mat phing déi mét cat nhau theo ba giao tuyén phan biét thi ba giao

tuyén dy hodc dong quy hodc ddi mot song song.

'
: .

VN

Vi du 3: a) Trong hinh a, hai tam giac ABC va ABD khong cing ndm trong mot mit phang.
Tim ba cip mit phing c6 ba giao tuyén dong quy.
b) Trong hinh b, hai hinh binh hanh ABCD va ABMN khéng cing nim trong mot mét

phang. Tim ba cip mit phang cé ba giao tuyén song song.

D N

B

M
1 >B
C

a) b)
Giai
a) Trong hinh a, ta c6:
(BAC) m(BAD) = BA;(BAC) m(BCD) =BC; (BCD) m(BAD) =BD.

Ba giao tuyén vira néu dong quy tai B. Vay ba cip mat phang c6 giao tuyén dong quy 1a
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(BAC) va (BAD);(BAC) va (BCD);(BCD)va (BAD).
b) Trong hinh b, ta co
(ABCD)n(ABMN) = AB;(ABCD) N (CDNM) =CD;(CDNM) N (ABMN) = MN.

Ta cos AB||CD ||MN. Vay ba cip mit phing co ba giao tuyén song song 1a (ABCD) va

(ABMN); (ABCD) va (CDNM); (CDNM) va (ABMN).

H¢ qua:

| s . . ;

¥ Néu hai mit phing phan biét lan luot di qua hai duong thing song song thi giao tuyén
cua chung (néu cd) song song voi hai duong thing do hodc tring véi mot trong hai
dudng thang do.

p
C (/,
d, , d,
a) b) c)

Vi du 4: Cho hinh chop S.ABCD c6 day 1a hinh binh hanh. Xéc dinh giao tuyén cua hai mit
phing (SBC) va (SAD).

Giai
~ |Se(SBC)n(SAD)
Ta co:
BC||AD

Theo hé qua cta Dinh li 2, giao tuyén cua (SBC) va (SAD) la duong thang d di qua S va
song song voi BC va AD.

Pinh li 3: Hai duong thang phan biét ciing song song vdi mot dudng thang thi ba thi song

song voi nhau.
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Vidu 5:

. ’ A . ’ . A . 30 A ' ‘ A
Cho tir dién ABCD ¢6 [ va J lan lugt la trung diém cua céc ,@
canh BC va BD. Goi (P) la mat phang di qua /, J va cét hai N

canh AC va AD lan luot tai M va N.
a) Chirng minh ZJNM 1a mét hinh thang.

b) Tim vi tri cua diém M dé IJNM 14 hinh binh hanh.

Giai
(P)n(BCD) =1l
(P)~(ACD) = MN
(ACD) (BCD)=CD
1J]|CD

a) Ta co: = MN|J]||CD

Xét tir giac [INM c6: MN || IJ nén IJNM la mét hinh thang.

. 1
b) B¢ IJNM Ia hinh binh hanh thi MN =IJ. Taco U= 2 CD (vi IJ 1a duong trung binh cua

: A 1 .
tam giac BCD) nén MN = ECD va MN || CDnén MN la dudng trung binh ctia tam giac

ACD. Khi d6, M 1a trung diém cta AC.

BAI TAP
Bai 1: Cho hinh chép S.ABC va diém M thudc mién trong tam gidc ABC (hinh v&). Qua M,
v& duong thing d song song v6i SA, cit (SBC) tai N. Trén hinh v&, hiy chi rd vi tri cia
diém N va xé4c dinh giao tuyén cua hai mit phing (SAC) va (CMN).

5

B
Bai 2: Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD 1a hinh binh hanh.
a) Tim giao tuyén cua hai mit phang (SCD) va (SAB).
b) Liy mot diém M trén doan SA (M khac S va A), mit phang (BCM) cit SD tai N. T giac
CBMN 1a hinh gi?
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Bai 3: Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh binh hanh. Goi I 1a trung diém cua SD. Hai
mat phiang (IAC) va (SBC) cit nhau theo giao tuyén Cx. Ching minh rang Cx || SB.

Bai 4:Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh, AC va BD cit nhau tai O. Goi I la
trung diém ctia SO. Mit phang (ICD) cit SA, SB lan luogt tai M, N.

a) Hiy noi cach xac dinh hai diém M va N. Cho AB = a. Tinh MN theo a.

b) Trong mit phang (CDMN), goi K 13 giao diém ctia CN va DM. Chttng minh
SK||BC|AD

Bai 5: Chi ra cac dudng thang song song trong mdi hinh sau. Tim thém mot sb vi du khac

vé cac dudng thing song song trong thuc té.

BAI 3. PUONG THANG VA MAT PHANG SONG SONG

1. Puong thing song song véi mit phing

Cho dudng thang a va mit phiang (P). Khi d6, c6 thé xay ra mot trong ba truong hop sau:
Truong hop 1: a va (P) c6 tir hai diém chung phan biét tro 1én (Hinh a), suy ra moi diém
thudc a déu thudc (P), ta ndi a nam trong (P), ki hiéu a = (P).

Truong hop 2: a va (P) c6 mot diém chung duy nhit A (Hinh b), ta noi a cét (P) tai A, ki
hiéu an(P)=A.

Truwong hop 3: a va (P) khong c6 diém chung nao (Hinh c), ta néi a song song vai (P), ki
hiéu a|| (P).
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f s S

a) b) \

%  Puong thing a song song vai mat phang (P) néu chiing khong ¢6 diém chung.

Vi du 1: Cho E va F 1an luot 13 trung diém céc canh AB va AC cua tir dién ABCD. Xéc
dinh vi tri twong d6i cua cac duong thang BC, AD va EF véi mit phang (BCD).

2. Piéu kién dé mét dwong thang song song véi mot mit phiang
Pinh li 1: Néu dwong thang a khéng nam trong mdt phang (P) song song véi mot dwong
thang b ndo dé nam trong (P) thi a song song véi (P).

Q

A

Vi du 2: Cho hinh chép S.ABC ¢6 A',B’,C lan luot 13 trung diém cua SA, SB, SC. Tim cac

duong thang lan luot nam trong , cat, song song véi mit phang (ABC).

3. Tinh chét co bén ciia dwong thzzlng va mat phﬁng song song
Pinh li 2: Cho dudng thang a song song v&i mat phang (P). Néu mat phang (Q) chua a, cit
(P) theo giao tuyén b thi a song song véi b.
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Vi du 3: Cho tr dién ABCD c6 M, N lan luot 1a trong tam cua tam giac ACD va BCD
(Hinh v&). Chimg minh dudng thang MN song song vi cac mit phang (CAB) va (DAB).

Giai
Goi £ 1a trung diém cua CD. Do M, N lan luot Ia trong tdm

N ‘N
cua cac tam glac ACD va BCD nén ta co u—L——l

EA EB 3
suy ra MN // AB.
Pudng lhz‘ing MN khong nidm trong (CAB) va song song
voi duong thiang 4B nam trong (CAB), suy ra MN // (CAB).
Tuong tu ta cting co MN // (DAB).

Heé qua 1: Cho duong thang a song song véi mdt phang (P). Néu qua diém M thudc (P) ta
vé duong thang b song song véi a thi b phdi nam trong (P).
Heé qua 2: Néu hai mdt phang phdn biét cing song song véi mot duong thang thi giao tuyén

cua chung (néu co) ciing song song voi duwong thang do.

a

Vi du 4: Cho hinh chép S.ABC ¢6 M la trung diém ciia AB. Goi (P) 1a mit phang chita CB
va song song vdi SA, (Q) 1a mat phang chira CM va song song vdi SA.
a) Tim giao tuyén cua hai mit phang (P) va (Q) ;
b) V& duong thang b qua B va b||SA. Chimng minh b < (P).

Giai
a) Ta co: { ( () ||)SA( (3) I1SA = Giao tuyén cua (P) va (Q) la duong thang a di qua C va
a||SA.

b) Ta c6: SA||(P) va B thudc (P), b 1a duong thang di qua B va b||SA=b < (P).

T6 Toan - Khoa Khoa hoc co ban Trang 67



-ﬁ—-LY TU TROMNG

B M:it phiang di qua mdt trong hai dwong thing chéo nhau va song song véi duong
thang con lai
Pinh li 3: Néu a va b 13 hai dudng thang chéo nhau thi qua a, c6 mot va chi mot mit phang

song song voi b.

Vi du 5: Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD I hinh binh hanh va M, N, E lan luot 13
trung diém cta cac doan thing AB, CD, SA (Hinh v&). Chtrng minh rang:

a) MN song song v6i hai mit phang (SBC) va (SAD);

b) SB va SC song song v6i mit phing (MNE).

BAI TAP
Bai 1: Cho hinh chép S.ABCD, day ABCD 1a hinh binh hanh ¢6 O 1a giao diém hai duong
chéo. Cho M la trung diém cua SC.
a) Chuing minh dudng thang OM song song v&i hai mit phang (SAD) va (SBA);
b) Tim giao tuyén ctia hai mat phang (OMD) va (SAD).
Bai 2: Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khong nam trong ciing mdt mit phang. Goi
O va O'lan luot la tim cia ABCD va ABEF.
a) Ching minh duong thang OO song song véi cac mit phang (CDEF), (ADF) va (BCE);
b) Goi M va N lan luot 1a trung diém ciia AF va BE. Chimg minh MN || (CDFE);
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¢) Tim giao tuyén cua hai mat phang (OMN) va (ABCD).

Bai 3:Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh thang, day 16n AB. Goi M la trung
diém cua CD, (P) la mit phang qua M song song v6i SA va BC. Tim giao tuyén cua (P) véi
cac mat cua hinh chop S.ABCD.

Bai 4: M0 ta vi tri tuong ddi cua cac duong théng a, b, c,d, e vdi mat ph:flng (P) 1a mat trudce

cua toa nha (Hinh v¢).

Bai 5: Cho tir dién ABCD va diém M thudc canh AB. Goi (o) 12 mit phang qua M, song
song voi hai duong thing BC va AD. Goi N, P, Q 1an luot 13 giao diém ctia mit phing (o)
vo1 cac canh AC, CD va DB.

a) Chiing minh MNPQ 1a hinh binh hanh.

b) Trong trudong hop nao thi MNPQ 14 hinh thoi?

BAI 4. HAI MAT PHANG SONG SONG

1. Hai mit phing song song

Pinh nghia: Hai mat phang dugc goi 1a song song véi nhau néu chung khong c6 diém
chung.

Cho hai mit phang (P) va (Q), c6 thé xay ra mét trong ba trudng hop:

Truong hop 1: (P) va (Q) c6 3 diém chung khong thang hang, ta néi hai mat phang (P) va
(Q) trung nhau, ki hiéu (P)=(Q).
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s "G
P R

Truong hop 2: (P) va (Q) phéan biét va cé mot diémchung, ta néi (P) va (Q) cit nhau theo

giao tuyén d di qua diém chung, ki hiéu (P) N (Q)=d.

Truong hop 3: (P) va (Q) khong co bat ki diém chung nio, nghia 1a (P) N (Q) = &, ta n6i
(P) va (Q) song song voi nhau, ki hiéu: (P) || (Q)hoac (Q) || (P).

A7
A 7

Vi du 1: Cho hinh hop chit nhat ABCD. ABC D (Hinh v&). Quan sat va chi ra cc ciip mit

phang song song v&i nhau?

B c
4 : b
Bhemeennennees C
{ D’
Giai

Céc cap mit phing song song v6i nhau & hinh trén 1a:
(ABCD) va (ABCD);(AABB) va (DD'CC); (AADD)va (BBCC)
2. Piéu kién dé hai mit phang song song

Pinh li 1: Néu mat phang (P) chita hai dwong thang a, b cdt nhau va hai dwong thang dé
ciing song song véi mdt phang (Q) thi (P) song song véi (Q).

S5
Pl

@ Chi y: Néu A, B, C khong thang hang va AB||MN va AC||MPthi (ABC) ||(MNP).
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Vi du 2: Cho hinh chép S.ABCD c¢6 déy 14 hinh thang ABCD day 16n AD va AD =2BC.
Goi M va N lan luot 12 trung diém cua SA va AD (Hinh v&). Chitng minh rang hai mat
phang (BMN) va (SCD) song song v&i nhau.

Giai

Ta c6 MN la duong trung binh cua tam giac SAD, suy ra MN // SD,

do d6 MN // (SCD). (1)
Tir giac BCDN c6 BC // ND va BC = ND nén la hinh binh hanh, suy ra BN // CD,
do do BN // (SCD). (2)

Mat khac ta c6 MN va BN cung chira trong (BMN), MN N BN=N. (3)
T (1), (2) va (3) ta suy ra (BMN) // (SCD).
3. Tinh chét ciia hai mit phing song song
Pinh li 2: Qua mét diém nam ngodi mét mdt phang cho trude ¢é mét va chi mot mdt phang

song song véi mdt phang do.

Pinh li 3: Cho hai mdt phang (P) va (Q) song song véi nhau. Néu (R) cdt (P) thi cdt (O) va

hai giao tuyén cua chung song song voi nhau.
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Vi du 3: Trong mit phang (P), cho hinh binh hanh ABCD. V& céc nira dudng thang song
song v6i nhau, ndm vé mot phia d6i véi (P) va lan luot di qua céc diém A, B, C, D. Mot mit
phang (P')cat bon nira dudng thang noi trén tai A',B,C,D".
a) Chirng minh mp (AA, BB') song song véi mp (CC,DD);
b) Chting minh tit gidc ABCD la hinh binh hanh;
¢) Goi O va O'lan luot 13 giao diém cua hai dudng chéo cia ABCD va ABCD . Chimg
minh OO || AA'.
Giai

a) Taco AB /| CD, AA" /| DD', suy ra mp(AA', BB") /| mp(CC", DD").

b) Mit phing (P) cit hai mat phing song song mp(44’, BB') va mp(CC", DD’) theo hai giao

tuyén A'B' va C'D’, suy ra A'B'//IC'D)'.

Tuong tu taciing c6 A'D’ // B'C".

T giac A'B'C'D’ ¢6 cac cap canh dbi song song nén la hinh binh hanh.

¢) Hai mit phing (44'C'C) va (BB'D'D) lan luot di qua hai duong thing song song AA',
DD’ va cit nhau theo giao tuyén O0', suy ra Q0' /| AA'.

4. Pinh li Thales trong khong gian

Pinh li 4@Pinh li Thales): Ba mdt phang déi mét song song chdn trén hai cat tuyén bat ki

cdc doan thang twong g ti 1é.
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Vi du 4: Cho ba mit phang (P), (Q), (R) d6i mot song song. Hai duong thang d va d cit ba
mat phang (P), (Q), (R) 1an luot tai A, B, Cva A',B,C. Cho AB =3, BC =7, AC =20.
Tinh do dai AB,BC.
Giai
Ap dung di’nh li Thalés trong khong gian d6i vdi ba mit phiang song song (P), (Q), (R) va
hai cat tuyén d, d', ta co:
AB 4B 3 AB BC AB+BC AC 20

—=—=—_suyra —=2.
BiGY -BCE il 3 7 3+7 10 10

SuyradA'B'=6; B'C' = 14.

5. Hinh lang tru va hinh h¢p

Hinh lang tru

Cho hai mit phing (P) va (P') song song véi nhau. Trén (P) cho da giac 161 4,4,.. A,
Qua cac dinh cuia da gidc nay, ta vé cac duong thing song song véi nhau va cit (P') lan lugt
tai 4,, 4, , ..., 4, Hinhtaoboicachinhbinhhanh 44,4, 4, A, AA A, ..., A AA A

va haida giac 4 4,.. .4

A AL ..A' goila hinh ling tru kihiduAd A, A_A A, .A.
Trong hinh lang tru 4, 4,...4,. A{A}.. A, ta goi:

— Hai da giac 4,4,...A, va A'A',.. A’ 1a hai mat ddy nim trén hai

; 4.
mat phang song song; /
A, A,
2 22 ' ’ ' 54 > »
—Cacdiém A4, A4,, ..., A,, A, 4,,..., A, 1acéacdinh; - - -

— Céc hinh binh hanh A4, A4,4,'4", A, AA'A,, ..., A, AA'A 1a

cac mat bén;

—Cac doan thing A 4, , 4,4, , ..., 4,4, 1a céc canh bén.

Céc canh bén song song va bang nhau.
— Cac canh cua hai da giac day la cac canh ddy. Cac canh day
twong (g song song va bing nhau.
Cha y: Hinh lang tru c6 day la tam giac, tr giac, nga giac, ... tuong tmg duoc goi la hinh
lang tru tam giac, hinh lang tru tir giac, hinh lang tru nga giac, ...

Vidu 5:
a) Goi tén cac hinh lang tru trong hinh;

b) Goi tén cac thanh phan cia hinh lang try trong hinh a).
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a)
Giai
a) Hinh a 13 hinh ling tru tam gidc ABC.ABC.
Hinh b 14 hinh ling tru t& giac ABCD.ABCD'.
Hinh c 1a hinh ling tru ngii giac ABCDE.ABCDE.
b) Hinh ling tru tam giac ABC.ABC trong hinh a c6:
- Hai mit day 1a cac tam giacABC,ABC.
- Sau dinh: A,B,C,A,B,C;
- Ba mit bén 1a céc hinh binh hanh: AABB,BBCC,CCAA;
- Ba canh bén: AA,BB,CC;
Hinh hop
Hinh hop 1a hinh lang tru ¢6 day 1a hinh binh hanh.

Vi du 6: Cho hinh hop ABCD.ABCD'. Ching minh (BD.A') va (BDC)la cic mit phang

song song.
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Taco: BB ||DD va BB =DD/, suy ra BB D D 1a hinh binh hanh, do d6BD||BD
Tuong tu ta cling c6 AB|DC.
T d6 suy ra(BD.A) || (BDC).

BAI TAP
Bai 1: Cho hinh chép S.ABCD, ddy ABCD 14 hinh binh hanh c6 O 1a giao diém cua hai
duong chéo. Goi M, N lan luot 1a trung diém cua SA, SD.
a) Chimg minh (OMN) ||(SBC).
b) Goi E 1a trung diém cta AB va F 1a mét diém thuéc ON. Chirng minh EF song song véi
(SBC).
Bai 2: Cho hai hinh vuéng ABCD va ABEF & trong hai mit phing khac nhau. Trén cac
dudng chéo AC va BF lan luot ldy cac diém M, N sao cho AM = BN. Cac dudng thang
song song voi AB vé tir M, N lan luot cat AD, AF tai M, N

a) Chung minh (CBE) || (ADF).

b) Chimg minh (DEF) || (MNN'M').

Bai 3: Cho hinh hop ABCD.ABCD . Goi G,,G, 1an luot 13 trong tAm ctia hai tam giac
BAD va BD'C. Chimg minh G, va G, chia doan AC' thanh ba phan bang nhau.

Bai 4: Dé 1am mot khung dén 16ng kéo quan hinh ling tru luc giac ABCDEFABCDEF,
Binh gin hai thanh tre A,D,,FC, song song v&i mat phang day va cét nhau tai O, (Hinh ve¢).

a) Xac dinh giao tuyén ctia mit phiang (AlDl, FlCl) véi1 cadc mat bén cua lang tru.

b) Cho biét A'A, =6AA, va AA =70cm.Tinh CC, va C,C.

\
L
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BAI 5. PHEP CHIEU SONG SONG

1.Khai niém phép chiéu song song

Trong khong gian, cho mit phang (P) va duong thang 1 cit (P). Vi mdi diém M trong
khong gian, v& mot duong thang di qua M va song song hodc tring voi I. Pudng thang nay
cit (P) tai M. Phép cho twong tmg mdi diém M trong khong gian voi diém M’ trong (P)
dugc goi 12 phép chiéu song song 1én mit phing (P) theo phwong 1.

\/ Plurum chiéu
Q,\/

A \/

\
Mat phang leu \

Mit phang (P) duoc goi 1a mit phing chiéu va duong thing | dugc goi 13 phwong chiéu.
Piém M’ goi 13 anh ciia diém M qua phép chiéu theo phuong 1.
Vi du 1: Tim phuong chiéu, mit phang chiéu cta phép chiéu song song dugc mo ta trong

hinh v€ sau:

Vi du 2: Tim anh cta hinh hop ABEF.DCGH qua phép chiéu song song dugc md ta trong
hinh v& sau:

Mat phing chiéu

Vit chiéu
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2. Céc tinh chét co ban ciia phép chiéu song song
Tinh chit 1:
Hinh chiéu song song ctia mot duong thang 13 mot dudng thang. Hinh chiéu song song cia

mot doan théng la mot doan théng. Hinh chiéu song song cua mot tia la mot tia.

Tinh chat 2:

Hinh chiéu song song cua hai duong thang song song 14 hai duong thang song song hoic
trung nhau.

Tinh chit 3:

- Phép chiéu song song bién ba diém thing hang thanh ba diém thing hang va khéng lam
thay ddi thir tw ba diém do.

- Phép chiéu song song khong 1am thay d6i ti sb do dai ciia hai doan thang ndm trén hai
duong thang song song hodc tring nhau.

Vi du 3: a) Tim hinh chiéu song song ctia doan thang AC, tia AB va dudng thing AD trong
hinh b;

b) Quan sat hinh a va so sanh hai ti s§ ? ﬂ

D'CD’

¢) Quan sat hinh b va so sanh hai ti s6 % %

DB’
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Giai
a) Trong hinh b, hinh chiéu song song ciia doan thang AC, tia AB va duong thang AD lan
luot 1a doan thang AC, tia AB' va dudng thang AD .
b) Do phép chiéu song song khong lam thay di ti s6 d6 dai cta cac doan thang nim trén hai
\ 2 A . , AB AB
duong thang song song nén trong hinh a, ta c6 oy = C—D
¢) Do phép chiéu song song khong 1am thay doi ti s d6 dai cia cac doan thang nam trén hai
. 2 R \ . DA DA
duong thang song song nén trong hinh b, ta co6 OB = DB ;
3. Hinh biéu dién ctia mdt hinh khéng gian
Hinh biéu dién ctia mot hinh H trong khong gian 14 hinh chiéu song song cta H trén mot
mit phing theo mot phuong chiéu ndo d6 hodc hinh dong dang vai hinh chiéu do.
Vi du 4: Quan sat hinh v& va tim hinh biéu dién cua:

a) doan thing AB; b) tam giac ABC; ¢) duong tron (C) tam O.

a) b)
Giai
a) Hinh bié dién cua doan thang AB 1a doan thang AB v&i A, B’ lan lugt 13 anh cua A, B.
b) Hinh biéu dién cta tam giac ABC la tam giac ABC véi A,B,C’ 1a 4nh cia A, B, C.
¢) Hinh biéu dién ctia duong tron (C) 1a elip (E) v6i tim O 14 anh cta O.
Vidu 5: Vé hinh biéu dién va néu nhan xét vé hinh biéu dién cta cdc mit cia céc hinh sau:
a) Hinh hop; b) Lang try c6 day 1a luc giac déu; c) Tu dién.
Giai

a) Hinh biéu dién cta cac mit 13 cac hinh binh hanh.
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b) Hinh biéu dién cia mit ddy 1a luc giac c6 cac cip canh doi song song va bang nhau, dong
thoi song song véi duong chéo noi hai dinh con lai. Hinh biéu dién ctia mét bén 1a hinh
binh hanh.

c¢) Hinh biéu dién cua bon mat 1a bon tam giac.

a)

BAI TAP
Bai 1: V& hinh biéu dién cia mot luc giac déu.
Bai 2: V& hinh biéu dién ctia mot hinh vudng ndi tiép trong mot hinh tron.
Bai 3: Cho hai diém A, B ndm ngoai mit phing (o) va duong thing d cét (o). Gia st
dudng thing AB cit (o) tai diém O. Goi A, B 1an luot 1 hinh chiéu song song cua A, B
trén (oc) theo phuong ciia duong thing d. Ba diém O,A’, B’ c¢6 thang hang khong? Vi sao?
Chon d sao cho:
a) AB =AB; b) AB =2AB,;
Bai 4: V& hinh biéu dién cta:
a) Hinh lang tru c6 day 1a tam giac déu;
b) Hinh lang tru c6 day 1a luc giac déu;
c¢) Hinh hop.
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[ABAI TAP CUOI CHUONG IV

Bai 1: Cho hinh hop ABCD.ABCD'. Goi M, N lan luot 1a trung diém ciia AB,AB va O la
mdt diém thudc mién trong ctia mit bén CCD'D. Tim giao tuyén cta mit phiang (OMN)
v6i1 cadc mat ciia hinh hop.

Bai 2: Cho hinh chop S.ABCD véi1 ABCD 1a hinh thoi canh a, tam giac SAD déu. M 1a
diém trén canh AB, () 1a mit phing qua M va (a)|| (SAD) cit CD, SC, SB lan luot tai N,
P, Q.

a) Chtng minh ring MNPQ 1 hinh thang can.

b) Bat AM = x, tinh dién tich MNPQ theo a va x.

Bai 3: Cho hai binh hanh ABCD va ABEF nam trong hai mit phiang khac nhau. Liy cac
diém M, N 1an luot thudc céac duong chéo AC va BF sao cho MC = 2MA; NF =2NB. Qua
M, N ké cac duong thing song song voi AB, it cac canh AD, AF lan luot tai M,, N,.
Chung minh rang;

a) MN || DE;

b) M,N, || (DEF)

¢) (MNM,N, )|l (DEF).
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CHUONG V. CAC SO PAC TRUNG PO XU THE TRUNG TAM CHO MAU SO

LIEU GHEP NHOM

Hoc xong chuong ndy, sinh vién co thé:
- Tinh dugc céac sé dic trung do xu thé trung tim cho mau sb liéu ghép nhom: s trung binh
cong (s6 trung binh), trung vi, tr phan vi, mét.

- Hiéu dugc y nghia va vai trd cua cac sO dac trung noi trén ciia mau so liéu trong thyc tién.

- Rat ra duogc két luan nho y nghia ctia cac so dac trung noi trén ctia mau so liéu trong

truong hop don gian.

- Nhan biét dugc moi lién hé gitra thong ké vai nhitng kién thirc cua cdc moén hoc khac

trong chuong trinh toan va trong thyc tién.

BAI 1. SO TRUNG BINH VA MOT CUA MAU SO LIEU GHEP NHOM

1. S6 liéu ghép nhém

Mau s0 liéu ghép nhom thuong duoce trinh bay dudi dang bang thong ké ¢6 dang nhur sau:

Bing I: Bing tin so ghép nhém

Nhom (24,5 u,) [2455 u3) [t u, )
Tén so n, n, n,

Chi y:

* Bang trén gom A nhom [u; u,, ) v&i | </ <k, mo1 nhom gém mot so gia tri dugce ghép theo

mat tiéu chi xac dinh.

sComaun=n, +n,+

i T

* Gia tri chinh gitra moi nhém dugce dung lam gid tri dai di¢n cho nhom ay. Vi du nhom [u; ;)

cO gia try dai dién la ;(u, + u,).

* Hi¢u u,, | —u, duoc goi la df dai cha nhom [u; u, ., ).

Vi du 1: Cho bang thong ké vé sd luong khach hang nit theo d6 tudi sau:

Khoang tudi

[20; 30)

[30; 40)

[40; 50)

[50:60) | [60;70)

SO khach hang nir 3

‘2

)

9 9

Tinh gié tri dai dién va do dai cia moi nhom?

Giai
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Khoang tudi [20:30) | [30:40) | [40;50) | [50:60) | [60:70)
Gia tri dai dién 25 35 45 55 65
D6 dai caa nhém 10 10 10 10 10

Mét s6 quy tic ghép nhém ciia miu s lidu:
- Str dung tir k=5 dén k=20 nhém. C& miu cang 16n thi cAn cang nhidu nhém sd lidu.
Céac nhom co cung do dai bang L théa man R <k.L, trong d6 R 13 khoang bién thién, k 1a sb

nhom.
- Gi14 tr1 nho nhat cua mau thudc vao nh(’)m[ul; u,) va cang gan u, cang tot. Gid tri 16n
nhat cua mau thugc nhom [uk ;U,,,) VA cang gan U,,, cang tot.

Vidu 2. Can nang cua 28 hoc sinh nam ldp 11 duoc cho nhur sau:
554 626 542 568 588 594 60,7 58 59,5 636 618 523 634 579
49,7 45,1 56,2 632 46,1 496 591 553 558 455 468 54 492 526
Hay chia mau dir liéu trén thanh 5 nhom, ldp bang tén s6 ghép nhém va xac dinh gia tri
dai dién cho mdi nhom.

Giai
Khoang bién thién cia mau s6 liéu trén lAa R=63.6-451=18.5.
Do dai méi nhém L > %= 185’5 =3
Ta chon L =4 va chia dir liéu thanh cac nhom [45; 49), [49; 53), [53; 57), [57: 61), [61; 65).

Khi do ta c¢6 bang tan so ghép nhom sau:

Cén nang [45; 49) [49; 53) [53;57) [57; 61) [61;65)
Gid tri dai dién 47 51 55 59 63
S6 hoce sinh 4 5 7 7 5
Cha y:

« Cac dau mut cua cic nhom c6 thé khong 1a gia tri cua mau s6 liéu.

« Ta hay gip cac bang s6 liéu ghép nhom la sé nguyén, chang han nhu bang thong ké s6 15i
chinh ta trong bai kiém tra gitra hoc ki 1 mon Ngir Van cua hoc sinh khéi 11 nhu sau:

S6 16i [1;2] [3: 4] [5; 6] [7; 8] [9; 10]

S6 bai 122 75 14 5 2

Bang s6 liéu nay khéng c6 dang nhu Bang 1. Dé thuan loi cho viée tinh cac sé dic trung cho
bang sé liéu nay, ngudi ta hiéu chinh vé dang nhu Bang 1 bing cach thém va b6t 0,5 don vi
vao ddu mit bén phai va bén trai cia mdi nhém s liéu nhu sau:

S6 161 [0,5;2,5) | [2.5:4,5) | [45,65) | [65;85) | [85;105)
S6 bai 122 75 14 5 2
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2. S6 trung binh
So trung binh cua mau sb liéu ghép nhém, ki hiéu X , duogc tinh nhu sau:

n,.c, +n,.C, +..4+Nn,.C,
n

X =

trong d6 n=n, +n, +...+N,

Vi du 3. Két qua khao sat can niing cua 25 qua cam & mdi 16 hang A4 va B duoc cho & bang sau:

Can niing (g) [150; 155) | [155; 160) | [160; 165) | [165; 170) | [170; 175)
S6 qua cam & 16 hang A 2 6 12 - 1
S6 qua cam & 16 hang B l 3 7 10 4

a) Hay udc lwrong cin ning trung binh cia mdi qua cam & 16 hang A va 16 hang B.
b) Néu so sanh theo s6 trung binh thi cam & 16 hang nao nang hon?

Giai
Ta c6 bang thong ké s6 luong cam theo gia tri dai dién:

Can nang dai dién (g) 152,5 157.5 162.5 167.5 172.,5
S6 qua cam & 16 hang A 2 6 12 4 1
S6 qua cam & 16 hang B | 3 7 10 4

a) Cén nang trung binh cia mdi qua cam & 16 hang A xap xi bing
(2.1525+6.1575+12.162,5+4.167,5+1.1725): 25=161,7 (g).

Cén ning trung binh cia mdi qua cam & 16 hang B xap xi bang
(1.1525+3.1575+7.162,5+10.167,5+4.1725):25=165,1 (g).
b) Néu so sanh theo s trung binh thi cam & 16 hang B ning hon cam & 16 hang 4.
Y nghia ciia sé trung binh ciia miu sé liéu ghép nhém
S6 trung binh ciia mau sd liéu ghép nhom 1a gia tri xap xi cho s trung binh ciia mau sd ligu
gdc. N6 thuong dung dé do xu thé trung tim ctua mau sb licu.
3. Mét
Nhém chira mét ciia mau s6 liéu ghép nhom 1a nhom c6 tan s6 16n nhét.
Gid sir nhém chira mét 14 [u,;u,,,, ), khi d6 mét ciia miu s6 liéu ghép nhém, ki hiéu la
M, dugc xac dinh béi cong thirc:
n.—n

M,=u_+ i
’ " (nm_nm—1)+(nm_nm+1

m-1

)'(um+l _um)
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Chi y: Néu khong c6 nhom ké trurde ciia nhom chira mot thi n,,_, = 0. Néu khéng c¢6 nhém
ké sau cua nhom chira mét thin, ., = 0.

Vi du 4. Mot cong ty xdy dung khao sat khach hang xem ho ¢6 nhu cau mua nha & mirc
gid nao. Két qua khao sat duoc ghi lai & bang sau:

Mirc gia : - 0 ; K
(triéu dong/m?) [10;14) | [14;18) | [18;22) | [22:26) | [26:30)
S6 khach hang 54 78 120 45 12

a) Tim mdt cua mau s6 liéu ghép nhom trén.

b) Céng ty nén xdy nha & mirc gia nao dé nhiéu nguoi ¢6 nhu cdu mua nhit?
Giai

a) Nhom chira mét ciia mau s6 lidu trén 1a nhom [18; 22).

Dod6u,=18,n, ,=78,n,=120,n,.,=45u,, ,—u,=22 - 18=4.

1 %m-1 1 Cm=1
Mot cua mau so liéu ghép nhom la

M, =18+ 12078 A B g
(120—78) + (120—45) 39

b) Dua vao két qua trén ta c6 thé du doan rang néu cong ty xay nha & muc gia 19,4 triéu

ddéng/ m? thi s& c6 nhiéu ngudi c6 nhu cau mua dat.

Vi du 5. S cudc goi dién thoar mét nguot thuc hién moi ngay trong 30 ngay dugc
lra chon ngau nhién duoc thémg ké trong bang sau:

Sé cube goi [3: 5] [6: 8] [9: 11] [12; 14] [15:17]
S6 ngay 5 13 7 3 2

a) Tim mét cua mau s6 lidu ghép nhém trén.
b) Hay du doan xem kha niing nguoi dé thuc hién bao nhidu cude goi mdi ngay 1a cao nhit.

Giai
Do sb cudc got la 56 nguyen nén ta hiéu chinh lai nhr sau:

Sbcudbcgoi | [2.5:55) | [5.5:85) | [8.5:1L5) | [11,5;14,5) | [14,5;17.5)

S6 ngay 5 13 7 3 2

a) Nhom chira mét ctia mau so liéu trén 12 nhom [5.5; B.5).
Dodotiy=53my =0, =13 0 v =t =8, 85333
M&t cia mau s6 liéu ghép nhom la
M, =55+ = ~3=mi=7,2_
(13=5)+(13-7) 14
b) Dua vao két qua frén ta co thé dur doan réng kha ning ngum do thuc hién 7 cudc gm
mdi ngay la cao nhat.
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Y nghia ciia mét cia mau sé liéu ghép nhom

— Mot ctia mau s6 liéu khong ghép nhom 1a gia tri ¢6 kha ning xuat hién cao nhat khi lay mau.
Mot ciia mau s6 liéu sau khi ghép nhom M, xap xi véi mét ciia mau so liéu khong ghép nhom.
Cac gia tr1 nam xung quanh M thudmg c6 kha nang xuat hién cao hon cac gia tn khac.

— Mot mau so6 hiéu ghép nhom co thé co nhiéu nhom chira mot va nhiéu mot.

BAI TAP

Bai 1: Anh Vin ghi lai cy li 30 1an ném lao ctia minh & bang sau (don vi: mét)

721 | 729 | 702 | 709 | 722 | 715 | 725 | 693 | 723 | 697
723 | 715 | 712 | 698 | 723 | 711 | 695 | 722 | 719 | 73
716 | 713 | 722 | 718 | 708 | 722 | 722 | 729 | 727 | 707

a) Tinh cu h trung binh cua méi lin ném.

b) Téng hop lai két qua ném cua anh Vin vio bang tan sé ghép nhom theo mau sau:

Cu li (m) [69.2; 70) [70;70.8) | [70.8;71.6) | [71,6;72.4) | [72.4;732)
Sé lan ? ? ? ? ?

¢) Hay udc luong cu li trung binh mdi lan ném tir bang tén s6 ghép nhom trén.

d) Kha nang anh Vin ném duoc khoang bao nhiéu mét la cao nhat?

Bai 2: Ngudi ta dém sb xe 6t6 di qua mot tram thu phi mdi phit trong khoang thoi gian tir 9

gior dén 9 gid 30 phuat sang. Két qua dugc ghi lai ¢ bang sau:

15116 | 13 | 21 | 17 | 23 | 15 | 2] 6 11 | 12 | 23 | 19 | 25 | 11
251 7 |29 |10 | 28 | 29 [ 24 | 6 Ehof 23 1990 | 21 9 |27 | 15
a) Tinh s6 xe trung binh di qua tram thu phi trong méi phut.
b) Tong hop lai 6 liéu trén vao bang tan s6 ghép nhom theo mau sau:
S6 xe [6;10] [11; 15] [16; 20] [21; 25] [26; 30]
S6 lan ? ? ? ? ?

¢) Hay udc luong trung binh sd xe di qua tram thu phi trong mdi phut tir bang tan sé ghép

nhom trén.

Bai 3: Mot thu vién thong ké sb luong sach dugc mugn mdi ngay trong ba thang & bang

Sau.
S sach | [16:20] | [21:25] | [26;30] | [31;35] | [36;40] | [41;45] | [46;50]
S6 ngay 3 6 15 27 22 14 5
Hay uée luong s6 trung binh va mot cua mau sb liéu ghép nhém trén.
T6 Toan - Khoa Khoa hoc co ban Trang 85



BAI 2. TRUNG VI VA TU PHAN VI CUA MAU SO LIEU GHEP NHOM

1. Trung vi

Cong thirc xac dinh trung vi ctiia mau so liéu ghép nhom

° Goi n 13 ¢& mau;

. Gia st [u,,;u,,,) chia trung vi;

° n, la tan s6 ctia nhom chua trung vi;
. C=n+n,+..+n_,

Khi d6, trung vi dugc tinh bdi cong thirc:

N ¢
M =u_ +-2 (Upes —Up)

e m
nM

Vi du 1: Két qua khao sat can ning cta 25 qua bo & mot 16 hang cho trong bang sau:

Cén niing (g) [150; 155) | [155; 160) | [160; 165) | [165; 170) | [170; 175)
S6 quai bo l 7 12 3 2

Hay tim trung vi cia miu sb liéu ghép nhom trén.

Gidi
Goi x,; X,: ... X,. la cAn ning cua 25 qua bo xép theo thir tu khong giam.
Do x, € [150; 155} X iz e [155; 160); x,, ..., x,, € [160; 165) nén trung vi cua mau

SO hen X, X . % X E[lﬁ[} 165).
Ta xac dinh dm;_m ::—23, n =12 C=1+7=8,u_=160 1. ,=165.

» M1
Vay trung vi cua mau s6 héu ghép nhom la

= g

M, =160+ 3]2 . (165—160) = 161,875.

Vi du 2: Trong tuan 1& bao vé mdi truong, cac hoc sinh khéi 11 tién hanh thu nhit vo chai

nhya tai ché. Nha truong thong ké két qua thu nhit vo chai cia hoc sinh khéi 11 & bang sau:

S6 vo chainhwa | [11;15] [16; 20] [21; 25] [26: 30] [31;35]
S6 hoc sinh 53 82 48 39 18

Hay tim trung vi cua mau so li¢u ghép nhom trén.

Giai
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Do s6 vo chai 1 sé nguyén nén ta hiéu chinh lai nhu sau:
S6 vo chai nhua [10,5; 15,5) | [15.,5; 20.5) | [20,5; 25.5) | [25,5: 30,5) | [30,5; 35,5)
3 82 48 39 18

N

S6 hoc sinh

S hoc sinh tham gia thu nhat vo chai nhua la

n=53+82+48+ 39+ 18 =240.
GOt B8 X i o lin luot 1a s6 voO chai 240 hoc sinh khéi 11 thu nhat duoc xép theo
thi tu khong giam.
Do x,, ..., X € [10,5; 15,5); x.,, ..., X,;; € [15,5; 20,5) nén trung vi cua mau so liéu
Xy3 Xg3 o5 Xpgo 12

| =
5 Ko+ X3 € [15,5; 20.5).

Ta xac dinh dugc n=240,n, =82, C=53, u, =155, u,.,=205.
Trung vi ctia mau s6 liéu ghép nhom 1a
_2_42_53

2 803
M,=155+—=——-(20,5-15,5)=——=19,59.
82 4]

Y nghia ciia trung vi ciia méu sé liéu ghép nhém
Tir dit liéu ghép nhom néi chung khong thé xac dinh chinh xac trung vi ciia mau sb lidu gdc.
Trung vi ctia mau s6 liéu ghép nhom 14 gi tri xdp xi cho mAu s6 lidu gdc va co thé lam gia
tri dai dién cho mau s6 liéu.
2. T phan vi
Cong thirc xac dinh tir phin vi ciia miu sd liéu ghép nhém

Tt phén vi thir hai cua mau s liéu ghép nhom, ki hiéu Q,, ciing chinh 14 trung vi cua mau

sO liéu ghép nhoém.

Dé tim tir phén vi thir nhat ctia mau s6 liéu ghép nhém, ki hiéu Q,, ta thuc hién nhu sau:

* Gia su nhom (u_; i, . ) chira tir phan vi thir nhat;

« n,, 1a tan s cua nhom chira tir phén vi thir nhat;

sC=ndn+ . "¥+n

m—1-

Khi do 0

Tuong tu, dé tim tr phan vi thir ba cia méu s6 liéu ghép nhom, ki hiéu Q,, ta thuc hién
nhu sau:

» (ha s nhom [u; u,. ) chia tir phan vi thir ba;

* n, la tan s6 cua nhom chira tir phan vi thit ba;

»C=ny+ta+.. .+

Khi do,
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—-C
4

n

O =u, + -[uﬁ,—uj)_

i
Vi du 3: Thoi gian luyén tap trong mot ngay(tinh theo gid) cia mot sé van dong vién duoc

ghi lai & bang sau:

Thon gian luyén tap (gio) [0; 2) [2:4) [4: 6) [6; 8) [8:10)
S6 van dong vién 3 8 12 12 4

Hay xac dinh cac tir phan vi ciia mau so liéu
Giai
Nhic lai: x;, £x, € ... <x;, la thot gian luyén tap cua 39 van dong vién.
Tir phan vi thir hai cia day so6 liéu x; x,; ...; x5 1a x,, € [4; 6). Do d6 tit phén vi thi hai
cua mau s liéu ghép nhom la

2.39
=2 _(3+9) -

BB === w5417,
12 12

Tir phén vi thir nhét cua day s6 liéu XXy .. Xy lax,, € [2;4). Do do tir phén vi thir nhat

0, =4+

ctia mau s liéu ghép nhom la
1.39
0 -2+4—_3 (4-2)=22 =3 6875
; 8 AT IS

Tir phén vi thir ba cia day s6 liéu x,; x,; ...; X, 1a x,, € [6; 8). Do d6 tir phan vi thir ba cua

mau s6 liéu ghép nhom la
3.39

S 3R E1D) .
= 4 (R _@~ 9
0,=6+ 5 (8—6) = - ~7.042.

Chi y: Néu tir phan vi thir & 1a ) (x,+x,.,), trong d6 x,, vax, ., thuoc hai nhém lién tiép,
vidunhux, € [u,_;u)vax,  [u;u, )thitaliyQ,=u.
Vi du 4: Mot hing xe 6t6 thong ké lai s6 1an gip su cb vé& dong co cua 100 chiée xe cing

loai sau 2 ndm su dung dau tién & bang sau:
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a) Hay udc lugng cac tir phan vi ciia mau s6 liéu ghép nhom trén.
b) Mot ngudi cho ring 6 trén 25% xe ciia hing gap khong it hon 4 su ¢6 vé dong co trong
2 nam str dung déu tién. Nhan dinh trén ¢d hop li khong?
Giai
a) Do so lan gap su ¢ l1a sé nguyén nén ta hi¢u chinh lai nhu sau:

Sélangapsucd | [0.5:2.5) | [2.5:4.5) | [4.5:65) | [6.5:8.5) |[8.5;105)
S6 xe 17 33 25 20 5

Goi x,; X,; ...; X,,, 1a mdu s6 liéu dugc xép theo thir tu khong giam.

Td €0 XXy €[00 28) Xigy «iy:X5%°€ |20 &) X5 s Xsw € [455:°6,5);
Xigsos s Xgs € [6,5;8.5); Xggs:- 55 X109 € [855; 10;5).

Tir phan vi thir hai cta day s6 lidu x,; x,; .5 x,,, 1a %(x50 +x;,). Dox,, € [2,5;4,5) va

X., € [4,5;6,5) nén tir phan vi thir hai cia mau s6 liéu ghép nhom 1a Q, =4.5.

N s 1 ; e
T1 phan vi thir nhat cua day so liéux;; x,; ...; x4 la 5 (x55 + x5). Do x,; va x,, thuéc nhém
[2.5; 4,5) nén tir phan vi thir nhit cia mau s6 liéu ghép nhom la

1.100

— 17
4 197
=2,5+———:(4,5-2,5)=—=2,98.

A IR - i .

T phén vi thir ba cua diy so liéu x; x,; ... x,, 12 E(x75 +x,.). Do x.. € [4,5; 6,5) va

X, € [6,5; 8.5) nén tir phan vi thir ba cia mau so liéu ghép nhom 1a 0,=6.5.

b) Do tit phén vi thit nhit @, ~ 2,98 nén nhén dinh trén la hop li.
¥ nghia ctia tif phén vi cia mau sé liéu ghép nhém
Ba diém tir phan vi chia mau s6 liéu da sip xép theo thir tr khong giam thanh bdn phén déu nhau.
Gidng nhu véi trung vi, noi chung khong thé xac dinh chinh xac cac diém tir phén vi cua
mau s6 liéu ghép nhém.
Bo ba ti phan vi ciia mau s6 liéu ghép nhém 13 gia tri xap xi cho tir phan vi ciia mau s liéu
gbe va dugce sir dung 1am gia tri do xu thé trung tam cua mau s6 liéu.
Tt phén vi thir nhat va thir ba do xu thé trung tam cua nura duéi (cac dir li¢u nho hon Q,) va
nira trén (céc dir liéu 1én hon Q,) cia méu s6 liéu.

BAI TAP

Bai 1: Luong thang ciia mot s6 nhan vién mot van phong duoc ghi lai nhu sau: (don vi: tri€u

dong)

125 | 96 [ 11,7 127|100 | 100|122 | 98 | 109 | 67 | 136 | 92
131 |65 ]107| 89 | 112|132 83 |11,1|119]| 84 | 67 | 138

a) Tim tir phan vi cia day sb liéu trén.
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b) Tong hop lai day 56 liéu trén vao bang tan so ghép nhom theo mau sau:

Luong thang ; ; _ _
(triéu déng) [6:3) [8: 10) [10; 12) [12: 14)
S6 nhan vién ? ? 2 2

¢) Hay woc lugng tir phdn vi cua 50 ligu & bang tan s ghép nhom trén.

Bai 2: SO diém mot cau thi bong rd ghi dugce trong 20 tran dau duoc cho & bang sau:

25 23 21 13 8 14 15 18 22 11
24 12 14 14 18 6 8 25 10 11

a) Tim tir phan vi1 cua day sb hiéu trén.

b) Tong hop lai day s lidu trén vao bang tan s6 ghép nhém theo mau sau:

Bai 3: Kiém tra dién lugng cia mot sb vién pin tiéu do mot hang san xuét thu duogc két qua
Sau:

Dién luong

-0.95 5 . 1,05 5; 1,05
(nghi mAR) [0.9;0.95) | [0,95;1.0) | [1,0: 1,05) | [1,05: 1,1) | [1,1; 1,15)

Sé vién pin 10 20 35 15 5

Hay udc lwong s6 trung binh, mét va tir phan vi ciia mau sé lidu ghép nhom trén.
Bai 4: Can nang cua mdt s6 lon con méi sinh thudc hai giéng A va B dugc cho & biéu d6
dudi day (don vi: kg)

Can nang cia mét s6
lo'n con mdi sinh

(Sf) con) A
40

30

20

10

0

32

[Lo; L) [L1;1.2) [1,2;13) [13:14) (kg)

M Giong 4 M Gidéng B

a) Hay so sanh can ning cta lon con méi sinh giéng A va gidng B theo sb trung binh va
trung vi.
b) Hay uéc lugng tir phan vi thir nhét va thir ba ctia cAn nang lon con méi sinh giéng A va

cta can nang lon con mdi sinh gidong B.
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BAI TAP CUOI CHUONG V
Bai 1: Thong ké diém trung binh mén Toan ciia mot s6 hoc sinh 16p 11 dugc cho ¢ bang
sau:

Khoang diém | [6.5;7) | [7:7.5) | [7.5:8) | [8:8.5) | [8.5.9) | [9:9.5) |[9.5;10)
Tan 6 8 10 16 24 13 7 4

Hay ude lirong so trung binh, tir phan vi va mot ctia mau sé liéu ghép nhom trén.
Bai 2: B¢ kiém tra thoi gian st dung pin cua chiéc dién thoai mai, chi An thong ké thoi gian

str dung dién thoai ctia minh tir lic sac day pin cho dén khi hét pin & bang sau:

v ) L=

Thoi gian sur dung (gid) [7:9) [9; 11) [11:13) [13:15) [15;17)

S6 lan 2 5 7 6 3

a) Hﬁy‘ ude luong thoi gian sir dung trung binh tir lac chi An sac day pin dién thoai cho téi
khi hét pin.
b) Chi An cho rfmg c6 khoang 25% s lan sac dién thoai chi dung dugce dudi 10 gio. Nhan dinh
cua chi An cé hop li khong?
Bai 3: Téng lugng mua trong thang 8 do dugc tai mot tram quan tric dat tai Viing Tau tur
niam 2002 dén nam 2020 duogc ghi lai nhu duéi ddy (don vi: mm):

1218 1583 3349 2009 1656 161,5 1943 2207 1898 2342
1659 1659 134 173 169 189 254 168 255
(Nguon: Téng cuc Théng ké)
a) Xac dinh sb trung binh, t&r phan vi va mdt ctia mau s6 liéu trén.

b) Hoan thién bang tan s6 ghép nhom theo mau sau:

Tong luong muatrong thang 8 (mm) | [120; 175) | [175;230) | [230;285) | [285;340)

SO nam ? ? ? ?

¢) Hay u6c lugng s trung binh, t&r phan vi va mdt cia mau sé liéu ¢ bang tan s ghép nhom
trén.
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-ﬁ—-LY TU TROMNG

CHUONG VI. HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT

O Muc tiéu:

Sau khi hoc xong chwong ndy, sinh vién cé thé:
-Nhdn biét phép tinh iy thira véi s6 mil thue, phép tinh 16garit; siv dung cdc tinh chat
cua phép tinh liy thira, phép tinh logarit trong tinh todn, rut gon biéu thirc; tinh gid tri
cua biéu thuc chua lity thua, logarit bang may tinh cam tay.
-Van dung phép tinh liiy thita, phép tinh logarit trong tinh todn,giai quyét cdac vin dé
trong mon hoc va trong thyec tién.

-Nhdn biét ham s6 mii va ham s6 logarit;ve do thi va nhdn biét tinh chat ciia céc ham s
nay; van dung vao gidi quyét cdc vin dé trong cdc mén hoc khdc va trong thuec tién.

- Giai phuong trinh, bat phwong trinh mil, loogarit don gian; vdn dung vao giai quyét
cdc van dé trong cdc mén hoc khdc va trong thuec tién.

BAI 1. PHEP TiNH LUY THUA

1. Liiy thira véi s6 mii nguyén
Pinh nghia: Véi s6 nguyén duong n, sé thuc a =0, liiy thira ciia a v6i s6 mii —n xac dinh

boi [a™ =i

= Chay:a) a’°=1,VaecR,a=0;

b) 0° va 0" (v&i n > 0) khong c6 nghia.

Vi du 1: Tinh gia trj cic biéu thirc sau:

a) 2°; b) 9.(%)2; c) (%jz (\/5)0

Giai
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Vi du 2: Tinh gié tri cta biéu thuc sau:
-5 -3
g 1 L (1 _
a) (-5) ; b) 2°| = | ; c)672:|=| 27
2 3

2. Can bacn
Pinh nghia: Cho s6 nguyén duong n (n>2) va sb thyc b bat ki. Néu ¢6 s thuc a sao cho
a" =b thi a dugc goi la mdt cin bac n cua b.
Mo rong két qua nay, ta co:
Cho #n 1a s6 nguyén duong (n > 2), b la s6 thuc bat ki. Khi do:
— Néu n la s6 chin thi:

* b < 0: khong ton tai can bac n cua b.

*bh=10:coO moét can bacn cua b 1a 0.

« b > 0: c6 hai cin bic n cua b doi nhau, ki hiéu gia tri duong la {/l; va gia tr1am la -x/b.
~ Néu n 1a s6 1é thi ¢6 duy nhéit mét can bac n caa b. ki hiéu {/E
BChu y: a) Néu n chin thi can thic UYbco nghia khi va chi khi (<) b>0.

b) Néu n 1é thi can thic Ubco nghia véi moi s thuc b (Vb € R) :

Vidu 3: Tim (‘/1_6,\5/—4«/5

Giai

16 = 42" =2 a2 = |- (2)' N2 =4/ (V2) =2

ETinh chit

+ fa-3fb = /ab -1 (%) =4
e {Ta |kll:}11i,ir lzhﬁn T =N

Vi du 4:Tinh gi4 tri cac biéu thirc sau:

a) Y(3-n)"; b) $/8.5/-4; c) 232.

Giai
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7Ly TU TRONG

a) Y3-n)* =3—n|=n-3 (vin>3);
b) 8.4 =38.(-4)=3-2>. 2> =3-2° =J(-2) =2
o) {2302 ={(2) 4z ={(R)' =&

Vi du 5: Tinh gié tri cac biéu thirc

a) J—% b]{"H]‘l: c) i3 .27
i)

3. Liiy thira vé6i s6 mii hiru ti

. 4 g BSF_ ., m X =
Cho s6 thuc duong @ va so hiru ti r = —, trongdom, ne€ Z, n > 0.
n

Luy thira cua a vo1 so mu 7, ki hiéu &', duoc xac dinh boi

m

l’_l
a =a" =\a".

Vi du 6: Biéu thi c4c lity thira sau day duéi dang cin thic:

1 2
a) 28; b) 53;
Giai
: 2 1 1
a) 2% =32; b) 5° =%/52:§/5:2:3/£.

Vi du 7: Tinh gia tri cac biéu thuc sau:
. 1
a) 257: NEAEE c) 100,
49
Vi du 8: Viét cac biéu thic sau dudi dang lity thira v6i s6 mil hiru ti:
1 4
a) J2° b) SE; c) (5/5) (a>0).

4. Liiy thira véi s6 mii thuc

Gii han cia day s6 (a*) duoc goi la luj thira cua so thuc duong a véi sé mil o, ki hiéu
la a“.

a®=lma”™ vor o= lim r..

Hn—r+x HN—>+%

BChay: 1 =1 VaeR
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Vi du 9: Str dung may tinh cim tay, tinh cac lily thira sau day (1am tron dén chit s6 thap
phan thtr sau):
=2
a) 1,2'°; b) 10°%; ¢) (0,5)3 ;
5. Tinh chét ciia phép tinh liy thira

Cho a, b 1a nhimg s6 thuc duong; o, B 1 nhimg s6 thuc bat ki. Khi do:

2 a _ : (4
.au.aﬂzauﬂ = nzaull .(au) =aﬂll
a
a a
a a
. (ab)“ =q"b" o (Z—) =b_u

Vi du 10: Viét cac biéu thirc sau dudi dang mot liy thira (a> 0):

a) ﬂa«/Z: b)\/;\’/a_‘\/a—'

I 1
2 — - I+
a) ’a\/gz(a.al)3 =(a 2

| 3 3
73 G R T e S e o
b)%/;. g aNG =@ . atat=a Y=g

) 62+\/§ 21—J§
Vi du 11: Rat gon biéu thirc: A=————
33+J§
Giai
62-5 . 2I-J;: = (2 . 3):"[’: z 2]-J§ = 2}*]; 32+\[\: -)l—Ji_ 3~3~J§
3‘J§ " 33+J§ G " o =

Vi du 12: Viét cac bicu thic sau dudi dang mot lity thira (a > 0)

El r 2 s
2) &’ la*ial®: b) I'I:‘qI[I:nI"E.

, 2
Vi du 13: Rat gon biéu thic: (Xﬁy) .(9y‘ﬁ), voi x, y >0

BAI TAP
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1. Tinh gia tri cac biéu thirc sau:

a) (zj 32 12%
4

(i) ()

2. Viét cac biéu thirc sau dudi dang mét luy thira (a > 0):

a)3.43.43.43;

b) am;
c) \/;-\3/;.%-
(¥a) .a

3. Rat gon cac biéu thirc sau (a > 0, b > 0):

4

i

4. Vé&imot chi vang, gia st ngudi tho lanh nghé c6 thé dat mong thanh 14 vang rong 1 m® va day
khoang 1,94 107 m. Déng xu 5000 dong day 2.2 10~ m. Can chong bao nhiéu 1a vang nhu
trén dé c6 do day bing dong xu loai 5000 déng? Lam tron két qua dén chir s6 hang trim.

. 1) e

5. Tai mot xi nghiép, cong thie P(7) = 500(5) duogce dung dé tinh gia tri con lai (tinh theo

triéu déng) ciia mét chiéc may sau thoi gian ¢ (tinh theo nam) ké tir khi dua vao sir dung.

a) Tinh gia tri con lai cua may sau 2 nam; sau 2 nam 3 thang.

b) Sau 1 nam dua vao sir dung, gia tri con lai cia méay bang bao nhiéu phan trim so véi ban dau?
6. Biét rang 10" =2; 10°=35.

Tinh 10°*7; 10°~P; 10**; 107*; 1000%; 0,01**.
7. Biét rang 4° = % Tinh gié tri cac biéu thirc sau:

a) 16°+ 16 b) (2¢+27¢)".
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BAI 2. PHEP TiNH LOGARIT

1.Khai niém légarit

Cho hai sé thuc duong a, b véi a # 1. S6 thuc o thoa man dang thirc a* = b duoc goi la
lgarit co sé a cia b va ki hiéu la log, b.

o=log b & a”"=b.

Vi du 1: Viét cac ding thic liy thira sau thanh dang thire 18garit:

- . 1 u
a) 3° = 243: b) 1072 = —- o) (\3) =1.
100 )
Gidi
_ o 1
a) 3° =243 = log. 243 = 5 b) 10%= — = log,. —— =-2:
) 3 L ) 100 g’“mg

&) (V3) =1 logz1 =0.
EChuy:
a) Biéu thirc log b chico nghiakhia>0,a+ 1 va b= (.
b) Tir dinh nghia l6garit, ta co:
slog,1=0; (1) *log.a=1: (2)
slog,a"=b: (3) ca®’=ph(4)
Hai cong thitc (3) va (4) cho thay phép lay 16garit va phép nang 1én luy thira 1a hai phép
toan nguoc nhau.
Vi du 2: Tinh : a) log, %; b) 9'%%°,

Giai

a) logzi— =log, 2= -2;

log.

by 9°%° =(32)" = 320% — (36°) =52 = 25,

logs 4
Vi du 3: a) log, 3/3; b) log, 8; c) (i) .

2
2. Tinh logarit bang mAy tinh cim tay
St dung may tinh cAm tay, ta c6 thé tinh nhanh gié tri cta cac 16garit (thudng can ldy gia tri

gan diing bang cach 1am tron dén hang nao d6).
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EChuy:
a) Logarit co s6 10 dwoc goi 1a ldgarit thdp phin. Ta viét log N hoac g N thay cho log,, N.
b) Logarit co s6 e con duoc goi la légarit tir nhién. Ta viét InN thay cho log, V.

Vi du 4: Str dung may tinh cim tay, tinh gia tri cac biéu thirc sau (1am tron két qua dén chir
sd thap phén thtr sau):

a) log, 0,5; b) log 25; c) In%.

3. Tinh chit ciia phép tinh 1garit
Cho céc so thuc duong a, M, N véia # 1, ta co:
* log, (MN) = log, M + log, N
M
* log, — =log M - log N
g‘l N gu gﬂ
* log M* =0 log, M (o€ R)
BChu y: Bac bi¢t, voi a, M, N duong, a #1,ta co:
* log, ]F =—log,N; * log, M = i]ngd M voine N*
n
Vi du 5: Tinh gia trj cac biéu thirc sau:
2
a) log, %Hog2 12; b) log,(9°. 3%); c) log, </25.
Giai
2 2 3
a) log, E-ﬁ-log2 12 =log, (3.12) =log, 2" =3log,2=3.1=3.

b) log,(9°. 3%) = log,9* + log, 3 = 2log, 3’ + 2log,3=2 .2 log,3+2=4+2=6.

1 2
c) log. &‘/'2—5=logi 25 =log. 53 =glog; 5 =3 . l=£.
] ) ‘ 3 3 3
Vi du 6: Tinh: a) log; 4+ log; %; b) log, 28—-1log, 7; c) log+/1000.

4. Cong thirc ddi co sb

Cho cac sé duonga, b, Nvéia# 1, b# 1. taco

log, N = Iog_,,N'
log, a

Pac biét, ta co:
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{ Nz E} : . Iﬂj:" : N = L Igg” N {'I'_I'_ = {}} z
log, a A |

- ID.g..- ,"'l.'r -

Vi du 7: Tinh gia tri cdc biéu thuc sau:
1
a) log, 27, b) log, 3.Iogsz.
Giai

a) log, 27 =log,, 3 :§|0933:g'1:§;

b) log, 3.log, % =log, 3. g' =log,2? =-2log,2=-2.1=-2.

I 2

Vi du 8: Tinh gia trj cac biéu thic: a) log, 8; b) log, 5.log, 6.log, 8.

4

Vi du 9: Dit log, 2=a,log, 7 = b.Biéu thi log,, 21 theo a va b.
BAI TAP

Bai 1: Tinh gia trj cac biéu thirc sau:

=

1

a) log, 16; b) log, c) log 1000; d) 92,
Bai 2: Tim cac gia tri ciia x dé biéu thire sau c6 nghia:
a) log, (1-2x); b) log, ,, 5.

Bai 3: Stir dung may tinh cam tay, tinh gia tri cac biéu thuc sau (1am tron két qua dén chir sb
thap phan thu tu):
a) log,15; b) log8—1log3; c) 3In2.

Bai 4: Tinh gié tri cac biéu thirc sau:
1
a) log, 9+ log, 4; b) log, 2 —log, 50; c) log, \/5—5 log, 15.
Bai 5: Tinh gia tri cac biéu thuc sau:
1
a) log, 9.log, 4; b) log,, E; c) log, 3.log, /5.log 4.

Bai 6: Dit log2=a,log3=b. Biéu thi cac biéu thirc sau theo a va b.

a) log, 9; b) logs12; c) log, 6.
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BAI 3. HAM SO MU. HAM SO LOGARIT
1.Ham sé mii

Cho so6 thuc duong @ khac 1.
Ham s6 cho tuong (tng moi so6 thue x vl so thue @' ducc goi 1a ham sé mii co so a,
ki hiduy = a'.

B Nhin xét: Him s6 y=a* c6 tap xac dinh 1a R.

Vi du 1: Trong cac ham s6 sau day, ham s6 nao la ham s6 mti? Chi ra co s6 cua no.

a) y=37; b) y=x"* c) y=4"%

Giai

g B% )
a) y=132 =(33) =(\/§) la ham so0 mi vdi1 co so \ﬁ
b) y=x"* khong phai 1a ham sé mil.
: e I < 1
A)y=4"=(4") = (—) la ham s6 mi vo1 co sO —.
4 4
Do thi ciia ham s6 mii

Hamsé y=a*(a>0,a=1) co:

(1) Tap xac dinh: D=R.
Tap gia tri: 7= (0: +=).
Ham s6 lién tuc trén B
(2) Su bién thién:
* Néu g > | thi ham s6 dong bién trén R va

limy=lima" =+, lim y=lima" =0.

* Néu 0 < g < | thi ham s6 nghich bién trén R va
Iim y= llilpr a' =0, “.m. y= li.ml a' =40,
(3) Pé thi: : E | '
« Cit truc tung tai diém (0; 1): di qua diém (1; a).

« Nim phia trén truc hoanh.

ik

1 [ —
/n

"y
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Vi du 2: Str dung tinh chit cia ham s mil, so sanh cac cip s6 sau:
a) 1,47 va 1,4'%; b) 0,92 va 0,9°%;  ¢) ¥2 va ¥4.
Giai
a) Do 1.4 > 1 nén ham s6 y = 1,4" dong bién trén R. Ma 2 > 1,8 nén 1,.4°> 1 4%
b) Do 0.9 < | nén ham s6 y = 0.9 nghich bién trén R. Ma ~1.2 < -0,8 nén 0.9 *> 0,9,
c¢) Ta co: &‘/EzZ%: {/Z={/2_2=2%.

Do2>1nénhamsoy=2"dongbiéntrén K. Ma —<_ nén 2° <2°,suyra 2 <ifa.
Vi du 3: Nam 2020, dan s6 thé gisi 1a 7,795 ti ngudi va tée do ting dan s6 13 1,05%/nam
(ngzlglt.' https://w“w.worldmete;*s.info/world-pop—ulation). Néu téc ;i(} ting nay tiép tuc

duy tri & nhimg nam tiép theo thi dan s6 thé gidi sau r nam ké tir nam 2020 duoc tinh bai
cong thie:

P(r)=7,795 . (1 + 0,0105)" (ti nguoi). ™
Khi d6, hay tinh dan s6 thé giéi vao nam 2025 va vao nam 2030. (Méc thoi diém dé tinh
dan s6 cia méi nam la ngay | thang 7.)
Giai
Nam 2025 {mg véi 1 = 5 nén c6 dén s6 thé gioi la
P(5)=7,795. (1 + 0,0105)° ~ 8,213 (ti ngudi).
Nim 2030 tmg véi £ = 10 nén c6 dan s6 thé gisi la
P(10)=7,795 . (1 + 0,0105)"" ~ 8,653 (ti ngudi).
2. Ham sd 1ogarit
Cho sé thuc duong a khac 1.

Ham s6 cho tuong (mg mdi s6 thuc duong x véi s thuc log, x duoc goi la ham so logarit
co so a, ki hicuy = log x.

BMNhan xét: Hims6 y = log, X c6 tap xac dinh 1a (O; +oo).

Vi du 4: Trong cac ham sb sau, ham s6 ndo 14 ham s6 16garit? Chi ra co sb ciia no.

a) y=log ; X; b) y=-log, X; c) y=xlog, 3.

Giai

a)y=log a¥ 1a ham sé l6garit vai co $0 \/5

b) ¥ = -log,x=1log, x la ham sé logarit véi co s6 l

¢)y = xlog,3 khong phai la ham sb logarit (ma la ham bac nhat véi hé sé goc log,3).

T6 Toan - Khoa Khoa hoc co ban Trang 101



Po thi ham s6 16garit

(1) Tap xac dinh: D = (0; +x).
Tapgiatr: T=R.
Ham s6 lién tuc trén (0; +o0).
(2) Su bién thién:
* Néu a > | thi ham s6 df“mg bién trén (0; +o0) va
l_i.'E y= ILIE log, x =+x, ligg y= lirgg log, x=—x.

« Néu 0 < @ < 1 thi ham s6 nghich bién trén (0; +o0) va

lim y= lim log, x =—o, lim y = lim log_ x =+
x—50* x—0°

(3) D6 thi: ‘ ‘
» Cat truc hoanh tai diém (1; 0), di qua diém (a: 1).
* Nam bén phai truc tung.

a>1 VA D<a<l

“y

Vi du 5: So sanh cac cip sb sau:

a) log, 7 va 3log, 2; b) 2log, , 5 va 3log, , 3.
Giai

a) 3log; 2 = log, 2’ = log, 8.

Ham s6 y = log,x ¢6 co's6 3 > 1 nén dong bién trén (0; +o).

Ma 7 < 8 nén log, 7 < log, 8. Vay log, 7 < 3log, 2.

b) 2log, .5 = log,, 5" = log, ,25: 3log, , 3 = log, , 3’ = log, , 27.

Ham s6 y = log, ,x ¢6 co sb 0.4 < 1 nén nghich bién trén (0; +o0).

Ma 25 < 27 nén log,, 25 > log, ,27. Vay 2log,,5 > 3log, , 3.

Vi du 6: So sanh céac cdp so sau:

a) log, 4,8 va log, 5,2;  b) log 22 va log; 24/2; c) —log, 2 va log, 0.4.

4

1ol
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BAI TAP

Bai 1: V€ d6 thi cac ham so sau:

x 1y
a) y=4% b)y:(Zj'
Bai 2: So sanh cac cip sb sau:
a) 1,3 va 1,3°°; b) 0,75%% va 0,757*,
Bai 3: Tim tdp x4c dinh ctia cac ham $6:
a) y =log, (3—2x); b) y =log, (x* +4x).
Bai 4: V& d6 thj cac ham sd:
a) y=logx; b) y=log, x;

4
Bai 5: So sanh cac cip s sau:

a) log_0,8 va log, 1 2; b) log,, 2 va log, ; 2,1.
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BAI 4. PHUONG TRINH, BAT PHUONG TRINH MU VA LOGARIT

1. Phuong trinh mii
Phuong trinh dang a* = b, trong d6 a va b 1a nhitng sb cho trude, a > 0, a =1, duoc goi la
phuong trinh mii co ban.
< Cach giai phwong trinh mii co ban
Cho phuong trinh a* =b(a>0,a #1).Khi do,
Néu b >0 thi phuong trinh luén c6 nghiém duy nhat x = log, b.
Néu b <0 thi phuong trinh v nghiém.
BChi y: a) Néu b=a“ thitacéa* =a* < Xx=a.
b) Tong quét hon, a"® =a"™ < u(x) = v(x).

Vi du 1: Giai cadc phuong trinh sau:

2) 2 =L b) 5.10° =1 ) (lj _2r
8 9) "3

Giai

a) 2X:%<:>2X:23<:>x:—3;

b) 5.10" =1< 10" :%Qx:log%:—log&

X X 3
C) (lj =£<:>(3‘2)X =ﬂ<:>3‘ZX =3 o 2x=3-1 5x=1<:>x=1.
9 3 3 5

Vi du 2: Giai cic phuong trinh sau:

a) 3% =39; b) 2.10** =30; c) 4% =8>,

2. Phuwong trinh logarit

Phuong trinh dang log, X = b, trong d6 a va b 1a nhimng s6 cho truée, a >0, a =1, duogc goi la
phuong trinh logarit co ban.

< Cach giai phwong trinh légarit co ban

Cho phuong trinh log, X =b(a>0,a#1). Khi d6, phuong trinh luén c6 nghiém duy nhat

x=a’.
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P . ‘ u(x)>0,v(x)>0
BChi y: Tong quat, xét phuong trinh log, u(x) =log, v(X) < .

u(x) =v(x)
Vi du 3: Giai cac phuong trinh sau:
a) log, x =-2; b) log, (x> —3) =log, 2x.
Giai
a) Ta co: log, x=—2<x=37 :3—12:%.
b) Didu kién{xz =30,
2x>0
PT o X2 —3=2x & X —2x—3=o@{xxz__31
Thay 1an luot x=-1 va x=3 vao (*), ta thdy chi c6 x =3 théa man.
Vay phuong trinh c6 nghiém la x =3.
Vi du 4: Giai cac phuong trinh sau:
a) log, (x-2)=-2; b) log, (x+6) =log, (x +1)+1.

2
3. Bit phwong trinh mii

Bat phwong trinh mii co ban 13 bit phuong trinh c6 dang a* >b (hodc
a* >b,a* <b,a* <b ), vdi a, b 1a nhiing sb cho trudc, a>0,a 1.

< Cach giai:

Dang1:a*>b (1) hoaca”*>b (2)

Néu b<0 thi moi xe R déu la nghiém cua (1), bat pt (2) vo nghiém
Néu b> 0 thi :

- Véia>1,nghiémcua (1) 1a x>log, b; nghiém cua (2) 1a x=log, b.
- V6i 0 <a<1,nghiém (1) la X <log, b; nghiém cta (2) la x<log, b.
Dang 2: a* <b  (3) hoac a*<b (4)

Néu b <0 thi bat pt (3), (4) v nghiém

Néu b> 0 thi :

- Véia>1,nghiémcua (3) la x <log, b; nghiém cua (4) 1a x<log, b.

- V6i 0 <a<1,nghiém (3) la x> log, b; nghiém cua (4) la x >log, b.
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Vi du 5: Giai cac bt phuong trinh sau:
a) 10" <0,00% b) 0,4* > 2; C) (%) >2.4%;

Giai

a) 10" < 0,001 <> 10°< 107¢>x<-3 (do 10> 1).

c)04°>2<x<log,,2(do0<04<1).

b) (71)—) >2.42 22 2.2) 02532 *o x>1+4x(do 2> 1)

N

X<l x<—.

5

=

Vi du 6: Giai cac bat phuong trinh sau:
1 X-2 1 X
a) 2* >16; b) 0,1* <0,00%; C) (—) >(£j .

4. Bat phuwong trinh logarit

Bat phuwong trinh l6garit co ban 1a bat phuong trinh ¢6 dang log x> b (hoac log x = b,
log, x < b, log x < b), voi a, b la nhimg so6 cho truoc, a > 0, a # 1.

Cach giai

Xét bat phuong trinh log, x > b, diéu kién x >0
- V6&ia> 1 nghiém cua bpt 1a x >a".

-V6i 0 <a< 1, nghiém cua bpt la 0<x <a".

BChi ¥: a) Tuong tu nhu trén, ta nhin duoc két qua vé nghiém cua bat phuong trinh
log, x> b;log, x <b;log, x <h.

b) Néu a> 1 thi log, u(x) > log, v(x) < u(x) > v(x) > 0.
Néu 0 <a< 1 thi log, u(x) > log, v(x) < 0<u(x) < Vv(x).
Vi du 7: Giai cac bat phuong trinh sau:
a) log, (2x-1)<1; b) log, (1—x)>|og1 (3x+2).

2 2

Giai
A 1ia 1
a) biéu ki¢n: 2X—1>0<:>X>§ :

Khi d6, do co s6 2 > 1 nén bat phuong trinh da cho trd thanh
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2x-1<2' & 2x<3 & x<

. , SO, A |
Vay nghiém cua bat phuong trinh la <X <

-—

R o w

x<]

W [l—.\'>0 2
b) Diéu kién: 2<:>——§<x<l. (*)

&
13x+2>0 s

Khi d6, do co so -12-< I nén bat phuong trinh dé cho tro thanh

l—_\'<3.\'+2c>4.\'>—l<:>x>—%.

Két hop véi diéu kién (*), ta duoc nghiém cua bat phuong trinh la -% <x<l.

Vi du 8: Giai cac bat phuong trinh sau:

a) log, (x+1)<2; b) log, (x +2)<1.
3
BAI TAP
1. Giai cac phuong trinh sau:
a) 57 '=125;
b] 31—] =glr—1:

¢) 10"~ =100000.

2. Giai cac phuong trinh sau. Lam tron két qua dén hang phan nghin.
a)PFti=17,
b)3.107"'=5.
3. Giai cac phuong trinh sau:
a)log (4x +4)=2;
b) log,x —log,(x-2)= L

4. Giai cac bat phuong trinh sau:

1 2x+1
a) (—) <9;
3

b)4* >2"2

5. Giai cac bat phuong trinh sau:
a) log,(x —2)<2;
b)log(x+ 1)=log(2x —1).
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BAI TAP CUOI CHUONG VI
Bai 1: Biét 4% + 47 =5, Tinh gia tri cta cac biéu thic:
a) 2% +2°%;
b) 4%* 4+ 47,

Bai 2: Tinh gia tri cia céc biéu thire:
a) log, 72 —%(Iog2 3+log, 27); b) 5'%9 40-1og:5. ¢) 321w 2.

Bai 3: Giai cac phuong trinh sau:

a) (%)- = «/g:

b) 9> =81 27
c) 2log. (x - 2) = log. 9;

d) log, (3x+ 1)=2 - log, (x - 1).

Bai 4:Giai cac bt phuong trinh:

(IJ.I.H 1 -
aj| — >—_
9 81
b) (43) <27.3%;

c)log, (x + 1) = log, (2 — 4x).

Bai 5: Biét rang 5° =3;3¥ =5. Khong st dung may tinh cim tay, tinh gia tri cta xy.
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CHUONG VII. PAO HAM

1 Muc tiéu:
Sau khi hoc xong chwong ndy, sinh vién cé thé:
—]\[hdn biét duoc dinh nghia cua dao ham. Dung dinh nghia tinh duwoc dao ham cua mot
s0 ham don gian.
-Nhdn biét dwoc ¥y nghia hinh hoc cua dao ham.
-Viét dwoc phwong trinh tiép tuyén véi do thi ham so tai mét diém.
-Nhdn biét dwge s6 e thong qua bai todn 1di sudt ngan hang.
- Tinh dwoc dao ham mét sé ham so ccfp co ban.
- Sir dung dwoc cdc cong thire tinh dao ham cia tong, hiéu, tich, thiong cia cdc ham sé
va dao ham cua ham hop.

- Nhén biét dwoc khdi niém dao ham cap hai, tinh dwgc dao ham cdp hai ciia mét s6
ham s6 don gian va giai quyét dwoc mét sé bdi todn thye tién.

BAI 1. PAO HAM

1.Pao ham

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang (a; b) va X, € (a; b).
Néu ton tai 2101 han hitu han
fim L) =/ (%)
Yoy, X—x,
thi gio1 han nay duoc goi la dao ham cua ham 56_/‘(.\') tal x,,, ki hiéu la f'(x,) hoac y'(x,).
Vay:
f(x)—f(x, )

Gt

()= llm

0

Vi du 1: Cho ham s6 f(x) =x?. Tinh f'(X,) v6i X, €R.

Giai
Taco f'(x,)=Ilim M = lim X% =lhm(x+x;) =2x;.
XX _\' —_— _‘l'“ ¥—4Xy _1|.' p— _‘||_‘ Iy

BChii y: Cho ham s6 y=f(X) xac dinh trén khoang (a, b). Néu ham s6 nay c6 dao ham tai
moi diém X e (a;b) thi ta néi né cé dao ham trén khodng (a; b), ki hiéu y hodc ' (X).

Vi du 2: Tinh dao ham cta cac ham so sau:
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a) f(x) = C (C 12 hing sb); b) f(x) = 1 eix0.
X

Giai
a) Vi bét ki x,, ta co:

J@)=/(x) . C-C

f'(x) = lim lim = lim0=0.
T4y xX— 'TEI ¥y Y — 'TU Ty
Vay f'(x)=(C) =0 trén R.
b) Véi bat ki x, # 0, ta co:
: L
- P ‘ X—% .. —1 1
f'(x,)=lim L=lim———=lim—=——.

=Xy X=X, XX (x—Xx,) % XX, X,

Vay f'(x)= (l) =—L, trén cac khoang (—o¢; 0) va (0; +0).
x X

Vi du 3: Tinh dao ham ctia ham sé f(x) =x°.
BChii y: Cho ham s y=f(X) xac dinh trén khoang (a; b), c6 dao ham tai X, € (a;b).

a) Dai luong Ax = x — x, goi la s6 gia cua bién tai x,. Pai luong Ay = f(x) — f(x,) goi la
sO gia tuong g cta ham s6. Khi d6, x = x, + Ax va
NP R X, +Ax)— f(
f(x)= lim == = lim JOy T f(‘.“).
Av—0 Af Ax—0 Ax

b) Ti ) i—) biéu thi téc do thay doi trung binh cua dai luong y theo dai luong x trong
X

khoang tir x, dén x, + Ax: con f'(x,) biéu thi toc do thay déi (tirc thoi) cua dai luong y theo
dai luong x tai diem x,.

Y nghia vt li clia dao ham
e Néu ham sb s = f(r) biéu thi quang dudng di chuyén cua vat theo thoi gian ¢ thi 1'(t,) biéu
thi toc do tic thon cua chuyén dong tai thoi diém 7.

 Néu ham s6 7 = f(¢) biéu thi nhiét d6 7 theo thai gian ¢ thi £'(7,) biéu thi toc do thay doi
nhiét d6 theo tho gian tai thor diem 7,

2.'Y nghia hinh hoc ciia dao ham
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v 4

f(x)

fx,)
,A{ <
0 X

Cho ham sb y = f(x) xac dinh trén khoang (a; b) va c6 dao ham X, € (a;b). Goi (C) 14 d6 thi
ctia ham s do.
Pao ham cua ham s6 y = f(x) tai diém x, la hé s goc cua tiép tuyén M,T cua (C)
tai diem M (x,: f(x,)).
Tiép tuyén M, T c6 phuong trinh 1a y — J(x,) ="(x )(x — x,).
Vi du 4: Cho ham sé y=f(x) =x? c6 d6 thi (C) va diém M(2; 4) e (C) . Tinh hé s goc ciia
tiép tuyén cua (C) tai diém M va viét phuong trinh cua tiép tuyén do.
Giai
Ta c6 (x*)' = 2x nén tiép tuyén cua (C) tai M c6 hé sd goclaf'(2)=2.2=4,
Phuong trinh tiép tuyén cua (C) tai M la

y-4=4(x-2)=>y=4x-4.

\ . 1 . .
Vi du 5: Cho (C) la d6 thi cia ham s6 y =f(X) == va diém N(1; 1) €(C). Tinh hé s6 goc
X

ctia tiép tuyén cia (C) tai diém N va viét phuong trinh cua tiép tuyén do.
3.S6e

Bai toan 1ai suat ngan hang:

Mot ngudi gui tiét kiém khoan tién A triéu dong (goi 1a vn) vao ngan hang véi 13i suat
r/nam va theo thé thirc 13i kép (tién 1i sau mdi ki han duoc cong gop vao von). Tinh tong
sO tién von va 13i sau mot nam ciia ngudi giri néu ki han 1a
a) mot nam; b) mét thang

Giai
Ki hiéu T 14 tong so tién von va 13i cia nguoi glri sau mot nam. Tuy theo ki han, ta co
nhiing cong thire tinh T khéac nhau
@ Néu ki han 14 1 nam thi T = A.(1+r).
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2
= Néu ki han 13 6 thing thi T=A| 1+ ij .

4
+Néu ki han 14 3 thang thi T=A| 1+ ij .

12
+Néu ki han 1a 1 thang thi T=A| 1+ i) .

365
+Néu ki han 13 1 ngdy thi T = A(1+ 3—:35j (ludn coi mét nim c6 365 ngdy).
Téng quat , néu mot nam duoc chia thanh n ki han thi
r n r mr N n
T:A(l+—j :A(1+—) (véi m=—,r>0).
n m r

Khi ki han cang ngin thi n cang 16n, do d6 m cang 16n. Ngudi ta ching minh dugc ring c6

gi61 han hiru han:

X—>+0 X

lim (1+ lj =e~2,718281828...(sb thap phan v6 han khong tuan hoan).

S6 e xudt hién trong nhiéu bai toan & nhirng linh vuc khac nhau nhu Toan hoc, Vat 1i, Sinh
hoc, Kinh té, ..
Vi du 6: Mot ngudi gui tiét kiém khoan tién 5 triéu dong vao ngan hang véi 1i suit
6%/mam va theo thé thic 14i kép lién tuc. Tinh tong s6 tién von va 13 ma ngudi d6 nhan
duoc sau
a) mot ngay; b) 30 ngay
(Ludn coi mot ndm cd 365 ngay.)

BAI TAP
Bai 1: Dung dinh nghia dé tinh dao ham ciia cdc ham s6 sau:
a) f(x)=—x%; b) f(x)=x> -2x; c)f(x):g.
Bai 2: Cho ham s6 f(x) =—-2x? ¢6 db thi (C) va diém A(1; -2) €(C). Tinh hé s6 goc cua
tiép tuyén véi (C) tai diém A.

Bai 3: Viét phuong trinh tiép tuyén cua d6 thi ham s6 y =x°.

a) Tai diém (-1;1); b) Tai diém c6 hoanh d6 bang 2.
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Bai 4: Mot chuyén dong thang xac dinh bai phuong trinh s(t) = 4t> + 6t + 2, trong d6 s tinh
bang mét va t 1a thoi gian tinh bang gidy. Tinh van tdc tirc thoi ciia chuyén dong tai t =2.
Bai 5: Mot nguoi gui tiét kiém khoan tién 10 triéu dong vao mot ngan hang voi 13i suat
5%/mam.Tinh téng sb tién von va 13i ma nguoi dé nhan dugce sau mot nam, néu tién 13i duge
tinh theo thé thire:

a) 1a1 kép vaoi ki han 6 thang;

b) 1ai kép lién tuc.

BAI 2. CAC QUY TAC TiNH PAO HAM

1. Pao ham ciia ham s6 y=x",neN"
Ham s6 y=x",neN" c6 dao ham trén R va (x") =n.x"".

Vi du 1: Tinh dao ham ctia ham sd y = x° tai diém x =2 va X =5
Giai
(o5) 4 s ar ' 4 . (-1 -1 ¢ 5

Taco(x ) =5x". Thudosuyra y (2)=5.2 =80 vay > =5|—| =—.

Vi du 2: Tinh dao ham cua ham sO y=x" tai ditmx=-1va x= 3/5

2. Dao ham ciia ham s6 y = Jx

. ' 1

Ham s6 y=+/X c6 dao ham trén khoang (O;+00) va (\/;) =,

2%

. . 1
Vi du 3: Tinh dao ham cta ham so y:\/; taidiemx =1 va X =Z.

Vi y(l)_L_il
4) 17
2

Giai

Ta cé: y'=(\/§)'=i,x>o. Tur do, y'(1)=i=%

24/x 2\1

QI
N

Vi du 4: Viét phuong trinh tiép tuyén ctia d6 thi ham sé y = Jx tai diém c6 hoanh d¢ bang
4.
ENhan xét

a) Cho s6 thuc o. Ham s6 y =X dugc goi 1a ham s6 lity thira (V6i tap xéc dinh: (0;+)).
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Cong thirc (X" ) =nx"" con ding khi n 14 s6 thye, tirc 1a voi s6 thue o bt ki

(x°L ) =ax*(x>0).

_—zl(x;to)

b) ®(C) =0 (C I hing s0); R (1) _
X X

Vi du 5:Tim dao ham ctia ham s6 y = ¥x tai diém x = 8.
Giai

i I
=2y

. — N -
Taco ,1":{*1{;3':{_1“‘1':;.‘r" =

X '=—=

|
3
11

| 1
Tirdo, '(8) = e e
338?337y 3.2 12

1
=
2

Vi du 6: Tim dao ham ctia cac ham s6:

. (N -1

a)y:(‘/;ta_uXZI; b) y=— tai x=—.
X 4
3. Pao ham ciia ham s lwong giac
Cong thirc dao ham cta cac ham s luong giac sau:
e (sinx) =cosx e (cosx)' =-sinx
: 1 m oy : l =
e (tanx)' = — (x# —+km ke Z) o(cotx)=—— (x#km, ke Z)
cos™ x 2 sin” x

. T
Vi du 7: Tinh dao ham ctia ham s6 y =cosX tai ry
Giai

. - . N . T 1
Tacd: y =(cosx) =—sInX. Va — |==SIN—=——.
y =(cosx) .yy(Gj 5=

, .3
Vi du 8: Tinh dao ham cuia ham s6 y =tan X tai Tﬁ

4. Pao ham ctia ham so mii va ham so logarit

Cong thue dao ham cia cadc ham s6 mil va ham s6 logarit:
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o) =¢ o(lnx)'=l (x> 0)

X
e(@)=alna(a>0,a#1) ® (log,x)' = : (x>0,a>0,a#)
xlna
Vi du 9: Tinh dao ham ctia cac ham sé sau:
a)y=e taix=21In3; b) y=log.x tarx = 2.
Giai
a) Tacoy = (") =¢". Tirdo, y'(2In3) =& = (™) =3*=9.
1
b) Taco y' = (logx)' = (x>0). T do, v(2)= -
> : xIn5 : 2In5
Vi du 10: Tim dao ham cua cac ham sb:
1
a) y=9"tai x=1; b) y=Inx taing.

5. Pao ham ciia tong, hiéu, tich, thwong cia hai ham sb
Cho hai ham sé u(x), w(x) ¢6 dao ham tai diém x thudc tap xac dinh. Ta co:
o (u+v)=u+y

e(u—v)=u-—v

o (u.v)=uv+uw (1)
ul' uw'v-w'

-(—J =——— (viv=vx)20) (2)
‘} ‘1

W Chi §: ®V6iu = C (C 12 hing s6), cong thirc (1) tr6 thanh (C.v) =C.v.
. N e (1) =V
®V4i u =1, cong thic (2) tré thanh (—j =—- (voi v=v(x) #0).
\' \'

Vi du 11: Tinh dao ham cda cac ham so sau:
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32
2x=1"

a)y=3x"—4x+2; b) y=xsinx; c)y
Giai
a) (3 =4x+2)=03x) -(4x) +(2)'=3(x) —4(x)+0=3.2x—4 .1 =6x—4.
b) (x sinx)' = (x)'sinx + x(sinx)' = | .sinx + x.cosx = sinx + xcosx.
0) (3x+2)' C(3x42)'.(2x-1)-(3x+2).2x-1)' 3.(2x-1)-(3x+2).2
2x—1 2x-1)* (2x-1)
_b6x—-3—-6x—-4 e 7
2x-1¢ 0 (2x-1)F

Vi du 12: Tinh dao ham cua cdc ham s sau:

a)_\‘=.r23x; b) y=

cosx
Giai
a)(*3)'=(x%).3+x.(3)'=2x.3"+x* . 3". In3 =x3%2 + xIn3).

1 X
b) ( Jx J ' = (Jx)". cosx—’\/;. (cosx)' _ mcosx—:/;(—smx) . cosx+2xsinx.
cos X cos™ X cos”™ X 2\/; cos’ x
Vi du 13: Tinh dao ham cta cac ham sé sau:
a) y=xlog, X; b) y =x%e*.
6. Pao ham ctia ham hop

Cho u = g(x) la ham s6 cua x xéac dinh trén khoang (a: b) va léy gia tri trén khoang (c: d);
y=f(u) 1a ham s cua u xac dinh trén khoang (c: d) va lay gia tri trén R. Ta lap ham sé
xac dinh trén (a; b) va lay gia tri trén R theo quy tic sau:

x — f(g(x))
Ham s6 y = f(g(x)) duoc goi 14 ham hop caa ham s6 y = f(u) véi u = g(x).

g * ;b - &y d y=J li}
=3 + + > —= »
e u=g(x) T
y=f(g(x))

Vi dy 14: a) Ham s6 y =(2x+1)’ 1a ham hop ciia cic ham s6 nao?
b) Him s y = COS(X2 +1) 12 ham hop cta cac ham s6 nao?

Giai
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a) Ham s6 y = (2x + 1)’ 1a ham hop cua ham so y = wWvoiu=2x+1.

b) Ham s6 y = cos (x* + 1) la ham hop cia ham s6 y=cos u véi u=x"+ 1,

Vi du 15: Tinh dao ham cia cac ham s sau:

a) y=(3x*+ x)3 : b) y = sin2x; c) y=e<*,
Giai

a)Patu=3x+xthiy=u.Tacou',=6x+1vay' =) =23u.

Suyray' =y, .u', =3 . (6x+ 1)=3(3x" +x)*.(6x + 1).

Vay ' =3(3x* + x)*.(6x + 1).

b)Patu=2xthiy=smu. Tacoéou', =2 vay', = (sinu) = cosu.
Suyray', =)', .u', =cosu.2=2cos2x.
Vay y'=2cos2x.
c)Patu=x"+1thiy=e" Tacod W, =2xvay . =(e")=e".
Suyray, =y, .4, =e".2x= 2xe .
Viayy'=2x e
Vi du 16:Tinh dao ham cta cac ham s sau:
2 .
;

a) y=(2x"+3) b) y = cos3x; ¢) y=log, (x* +2).

BANG PAO HAM
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") =mx"""' () =nu""" U
B (-3
x Y A u) W
1 u'
(Vx)'=— (Vu)'=
& 2\/; 2\',1—1
(sinx)' =cosx (smu)'=u'.cosu
(cosx)' =-smx (cosu)=—u'_smu
: u'
(tan x)' = - (tan u)' = -
COS™ X cos™ u
: u'
(cotx) === (cotu)'= ———
sin” x sin” u
() =¢€ (e)=u'¢e"
(@) =a Ina (a=0vaa#l) (@)=u'.a"lna (a>0vaa#l)
| u'
(lﬂ.\')'z Dt (ln “)': TEE
X u
(log, x)' = (@>0vaa#l) (log, )’ = —— (a>0vaa#1)
xlna ulna

7. Pao ham cép hai

Cho ham s6 y = f(x) ¢6 dao ham y' = f"'(x) tai moi x € (a: b).
Néu ham s'c:) v'=f"(x) lai c6 dao ham tai x thi ta goi dao ham cua y' 1a dae ham cdip hai
cua ham s6 y = f(x) tai x, ki hiéu y" hoac f"(x).
Vi du 17: Tinh dao ham cip hai cua cac ham sb:
a) y=3x"+5x+1; b) y =sinx.
Giai
a) y =3.2x+5+0=6x+5,y =6.1+0=6.
b) y =cosx,y =-sinx.
Y nghia co hoc ciia dao ham cip hai

Pao ham cap hai f(t) 1a gia toc tic thoi tai thoi diém t ctia vat chuyén dong c6 phuong
trinh s = f(t).
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Vi du 18: Mot vat chuyén dong thang khong déu xac dinh boi phuong trinh
s(t) =t* — 4t + 3, trong d6 s tinh bang mét va t 14 thoi gian tinh bang gidy. Tinh gia tdc cla
chuyén dong tai thoi diém t =4.
Giai
Tacos () =2t —4;s (t) =2.

Gia tdc ctia chuyén dong tai thoi diém t = 4 1as'(4) =2m/s%.

BAI TAP
1. Tinh dao ham cua cac ham so sau:
X ;)
a) '11:21__,_.74:__'_41__1; b)y= "'T+3:
2 3 x—4
E].}J:ﬂ: d].}‘z le
x—1
2. Tinh dao ham cua cac ham s6 sau:
a) y = sin 3x; b) y = cos’ 2x;
c)y = tan’x; d) y = cot (4 — x).

3. Tinh dao ham cua cac ham so sau:
a)y=(x"-x).2%
b) v =x"log;x;
y — Axtl
cyy=e .
4. Tinh dao ham cap hai cua cac ham so sau:
a)y=2x'-5x"+3;

b)y=xe".
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BAI TAP CUOI CHUONG VII

Bai 1: Cho ham s6 f(X) =x? —2x+3 ¢6 db thi (C) va diém M(-1; 6) € (C) . Viét phuong
trinh tiép tuyén véi (C) tai diém M.
Bai 2: Tinh dao ham cua cac ham sb sau:

a) y=3x*-7x%+3x* +1;

3 4x -1
b) y=(x*—-x) ; o) v= _
)Y ( ) )Y 2x+1
Bai 3: Tinh dao ham cua cac ham sb sau:
a) y=(x2 +3x—1)ex ; b) y=x*log, X.

Bai 4: Tinh dao ham cta cac ham sd sau:

a) y=tan(e* +1);

b) y=+/sin3x; c) y=cot(1—2%).

Bai 5: Tinh dao ham cap hai ctia cac ham sb sau:

a) y=x°—4x"+2x-3; b) y =x%¢".

Bai 6: Mot vién soi roi tir 6 cao 44,1 m thi quing duong roi dugc bidu dién boi cong thirc
s(t) =4,9t?, trong d6 t 1a thoi gian tinh bang gidy va s tinh bang mét. Tinh:

a) Van tdc roi cua vién soi luc t =2;

b) Van toc roi cua vién soéi khi cham dat.
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CHUONG VIII. QUAN HE VUONG GOC TRONG KHONG GIAN

O Muc tiéu:

Sau khi hoc xong chwong ndy, sinh vién cé thé:
-Nhdn biét dwoc quan hé vuong goc giita cdc duong thcfngvvd mdt phdang trong khéng
gian. Su dung duoc cdc kien thicc vé quan h¢ vuong goc dé mo ta cac hinh anh trong
thuc tién
-Giai thich dwoc méi lién hé giita tinh song song va tinh vuéng géc cia dwong thang va
mat phang.
-Nhdn biét dwoe khdi niém phép chiéu vuéng goc.
- Tinh duoc duoc cdc loai goc va cac logi khoang cach trong khong gian.
- Tinh dwoc thé tich ciia hinh lang tru, hinh hdp, hinh chdp, hinh chép cut déu.
- Van dung duwoc kién thirc \:é‘ quan hé vudng géc trong khéong gian dé gidi quyét duwoc
mot so van dé trong thuec tien.

BAI 1. HAI PUONG THANG VUONG GOC

1. Géc giira hai dwong thing trong khong gian
Pinh nghia: Géc giira hai dwong thing a, b trong khong gian, ki hiéu (a. b), 1 gc gitra
hai duong thang a' va b’ cing di qua mot diém va lan luot song song hoac tring véi a va b,
mCha y:
a) Dé xac dinh goc gitra hai dudng thang a, b ta c6 thé ldy mot diém O nam trén mot trong
hai duong thang d6 va vé dudng thang song song véi dudng thang con lai.
b) Gdc giira hai dudng thang nhan gia tri tir 0°dén 90°.
Vi du 1: Cho hinh hop ABCD.AB'CD ¢6 6 mat déu la hinh vudng va M, N, E, F lan luot 1a
trung diém cac canh BC, BA, AA', AD'. Tinh gdc giira c4c cip dudng thang:
a) AC vaBC; b) MN va EF.

Giai
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a)Taco AC// A'C',suyra (A'C", BC)=(AC, BC)= ACB =45° N z AL c
(tam giac ACB vudng can tai B). 4 . h
b) Taco AC // MN, AD' /! EF, :
suy ra (MN, EF)=(AC, AD")= CAD' = 60" (tam giac ACD' co ks Ao -Hesle
ba canh béng nhau). ,j:- -~ 77N

4 F D

2. Hai dwong thang vudng goc trong khong gian
Pinh nghia: Trong khong gian, hai duong thang a, b duoc goi 1a vudng goc véi nhau néu
goc giira ching bang 90°.
Hai duong thang a, b vudng goc duoc ki hiéu 1a a L b hodc b L a.
Vi du 2: Cho hinh hop ABCD.ABCD' ¢6 6 mat déu Ia hinh vudng. Chiring minh rang
AB1CC,ACLBD.
Giai
Tacé CC // BB', suy ra(AB, CC") = (4B, BB')= ABB =90°. Vay AB L CC.
Ta c6 B'D' // BD, suy ra (AC, B'D") = (AC, BD) = 90° (hai duong chéo cua hinh vuéng

luén vudng goc voi nhau). Vay AC L B'D'.

mChuay:

a) Hai duong thang vudng goc cé thé cat nhau hoic chéo nhau.

b) Cho hai duong thang song song, dudng thang ndo vudng goc véi duong thang nay thi
cling vuong goc voi duong kia.

b) Trong khong gian, khi c¢6 hai duong thang phan biét a, b cling vudng goc véi mot duong
thang thir ba ¢ thi ta chua két luan duoc a || b nhu trong hinh hoc phang.

BAI TAP
Bai 1: Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day la hinh thoi ABCD canh a. Cho biét SA =
a/3,SA L AB va SA L AD. Tinh géc giita SB va CD, SD va CB.
Bai 2: Cho tir dién déu ABCD. Chang minh rang AB L CD.
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Bai 3: Cho hinh chép S.ABC c6 SA = SB =SC = a, BSA =CSA =60°,BSC=90°. Cho | va
J 1an luot 1a trung diém cua SA va BC. Chang minh rang 1J L SA,1J L BC.

Bai 4: Cho tir dién déu ABCD canh a. Goi K 13 trung diém caa CD. Tinh géc giita hai
duong thang AK va BC.

Bai 5: Cho ttr dién ABCD. Goi M, N lan Iuot 13 trung diém caa BC va AD. Biét AB =CD
=2ava MN = a/3. Tinh géc giira AB va CD.

BAI 2. PUONG THANG VUONG GOC VOI MAT PHANG

1. Pwong thang vudng gdc véi mit phiang
Pinh nghia: Duong thang d goi 1a vudng goc véi mat phang (o) néu né vudng goc véi moi
duong thang a nam trong mat phang (o), ki hiéu: d L (o).

Vi du 1: Cho biét cot caa tru gon ciia mot san bong dé 1a duong thang d vudng goc véi mit
san (Hinh v&). Tim géc giira d va mot duong thén_g‘a ké trén san.

— —————— .

Gial
Do duong thang d vudng géc véi mit san nén suy ra d vudng goc véi moi duong thang nam
trén mat san. Vay ta c6 goc giira d va a biang 90°.
Pinh Ii 1: Néu dwong thang d vudng goc vdi hai dwong thang cdt nhau a va b cuing nam
trong mdt phang (o) thi d L (o).
Vi du 2: Cho hinh chop S.ABCD c6 day la hinh thoi ABCD tam O va c¢c6 SA = SC, SB =
SD. Cho I, K lan luot 1a trung diém cua cac canh AB, BC. Chtiing minh rang:
a) SO L (ABCD); b) IK L (SBD).
Giai
a) Ta c6 ABCD la hinh thot, suy ra AC, BD vudng goc vai nhau
va c6 cung trung diém O.
Tam giac SAC can tai Snén SO L AC. Tuong tu, taco SO L BD.
Do SO vudng goc vai hai duong thang cit nhau AC va BD trong
(ABCD), suy ra SO L (ABCD).

b) Taco IK// ACva AC L BD,do do IK L BD.
Ta c6 SO L (ABCD), do do SO L IK. :
TulK L BDvalK 1 SO suvralK L (SBD). i
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binh i 2:

- C6 duy nhdt mét mat phang di qua mét diém va vudng goc véi mét dwong thang cho trueée.
- C6 duy nhdt mét duwong thang di qua mét diém va vudng goc véi mét mat phang cho truée.
Vidu 3:

a) Cho hinh chép S.ABCD c6 céc canh bén bang nhau, ddy ABCD 14 hinh vudng tdim O
(Hinh a). Goi d 1a duong thang di qua S va vudng goc véi mat phang (ABCD). Chirng minh
d di qua O.

b) Cho doan thang AB c¢6 O 1a trung diém. Goi (P) 1a mat phang di qua O va vudng goc véi
AB; M, N 12 hai diém cach déu hai dau doan thang AB sao cho M, N, O khdng thiang hang
(Hinh b). Chang minh M va N thugc mat phang (P).

b)

Giai
a) Taco: S4 =SCsuyraSO L AC; SB=SD suy ra SO L BD. Suy ra SO L (4BCD).
Theo gia thiét, ta c6 dudng thing d di qua S va vudng goc vii (ABCD). Do qua diém S chi
¢6 duy nhat mét dudng thang vudng goc vai (ABCD) nén d phai tring véi duong thang
SO, suy rad di qua O.
b) Ta c6: MA = MB suy ra OM L AB; NA = NB suy ra ON L AB. Suy ra AB | (OMN).
Theo gia thiét, ta c6 (P) la mat phang di qua O va vuéng goc véi AB. Do qua diém O chi
c6 duy nhat mét mat phang vuong géc vai 4B nén (P) phai tring véi (OMN), suy ra M
va N thuoc (P).
2. Lién h¢ gitra tinh song song va tinh vudng goc caa dwong thang va mit phing
Pinh Ii 3:
a) Cho hai dwong thang song song. Mat phang nao vudng goc véi dwong thang nay thi ciing
vudng goc véi dwong thang kia.
b) Hai dwong thang phan biét cling vudng goc véi mét mat phang thi song song véi nhau.

i ]

il g
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Vi du 4: Cho hinh hop ABCD.ABCD ¢6 AA L (ABCD). Goi M va N lan luot Ia trung
diém cua AB va BC.
a) Qua M vé& dudng thang a song song v6i AA" L (ABCD). Goi M va N lan luot la trung
diém cua AB va BC.
a) Qua M vé& dudng thang a song song véi AA'. Chiing minh a L (ABCD).
b) Qua N vé& duong thang b vudng goc véi (ABCD).. Chang minh b || AA .
Giai
0 la b i

r/ 8/

T
1
I
I
1
1
1
&

{} B e A /‘_} C
¢ /.x_

A M @ B
a) Theo dé baitaco a // AA' va AA' 1 (ABCD), suyraa 1 (ABCD).
b) Theo débaitacoh L (ABCD) va AA" 1 (ABCD), suyra b [/ AA".
binh Ii 4:
a) Cho hai mdt phang song song. Puong thang ndo vudng goc véi mat phang nay thi ciing
vudng goc véi mét phang kia.
b) Hai mdt phang phan biét cling vudng goc véi mér durong thang thi song song véi nhau.

a

ydll i
£

I
Vi du 5: Cho hinh chép S.ABCD cd SA L (ABCD).

a) V& miat phang (Q) di qua S va song song véi mat phang (ABCD). Chang minh SA L (Q).
b) Cho M 1a trung diém ciia SA. Goi (P) 1a mat phang di qua M va song song voi (ABCD).
Chiing minh SA L (P).
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Giai
a) Taco SAL(ABCD) (1)
va (Q)II(ABCD)  (2)

Tu (1) va (2) suy ra SA 1 (Q).

b) Taco (P)||(ABCD) (3). Tu (1) va (3) suy ra SA L (P).

Pinh |i 5:

a) Cho dudng thang a song song véi mat phang (o) . Buong thang nao vudng goc voi (o)
thi cling vuéng goc voi a.

b) Néu duong thang a va mat phang (o) (khéng chira a) ciing vudng goc véi mot duong
thang b thi chiing song song véi nhau,

] /
i '

Vi du 6: Cho ba doan thing OA, OB, OC d6i mét vudng goc vai nhau.

a) Cho M 1a trung diém cuia CA va a la duong thang tuy ¥ di qua M va song song vai mat
phing (OAB). Chung minh a L OC.

b) Goi b 1a mot dudng thang tiy ¥ di qua C va b vudng géc voi OC. Ching minh
b||(OAB).

Giai

a) Tacd OC L OA va OC L OB, suy ra OC L (OAB). (1)
Taco (@)||(OAB) (2)

Tu (1) va (2) suy ra a L OC.
by Taco b LOC (3). Tu (1) va (3) suy ra b|| (OAB).
3. Phép chiéu vuéng goc

Dinh nghia
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Cho mat phang (P) va duong thang d
vuéng goc véi (P). Phép chiéu song song
theo phuong cua d 1én mat phang (P) duoc
goi 1a phép chiéu vuéng géc lén (P).

Vi du 7: Cho hinh chép S.ABCD c¢ day 1a hinh chit nhat ABCD va SA L (ABCD). Tim

hinh chiéu vudng goc cua SC 1én mit phiang (ABCD) va hinh chiéu vuéng géc cua diém D
trén mat phang (SAB).

Giai
Tacé SA L(ABCD), suy ra AC Ia hinh chiéu vudng goc cua SC trén (ABCD).
Taco SA L (ABCD),suyra SA LAD (1)
Ta co ABCD la hinh chir nhat, suyra AB L AD  (2)

Tur (1) va (2) tacod AD L (SAB), A la hinh chiéu vudng goc cua diém D trén (SAB).

Pinh li 5 (Pinh li ba dwong vudng goc)

Cho duong thang a nam trong mat phing (P) va b 1a duong thiang khdng nam trong (P) va
khong vudng goc véi (P). Goi b’ 1a hinh chiéu vudng géc caa b trén (P). Khi d6 a vudng goc
véi b khi va chi khi a vuéng goc véi b .
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Vi du 8: Cho hinh chop S.ABCD c6 day 1a hinh chir nhat ABCD va cé canh bén SA vuéng
goc voi mat phang day. Ching minh CD L SD va CB L SB.

Giai
Taco SA L (ABCD), suy ra DA la hinh chiéu vudng géc ctia DS trén mét phang (ABCD)
va BA 14 hinh chiéu vudng géc cua BS trén (ABCD).
Do ABCD la hinh chir nhat nén CD L DA, suy ra theo Pinh li ba duong vudng goc ta cd
CDL1SD.
Tuong tu ta cling c6 CB L AB, suy ra theo DPinh li ba duwong vuéng goc ta co

CB LSB..

BAI TAP
Bai 1: Cho hinh chép S.ABCD c6 SA L (ABCD). Cho biét ABCD la hinh thang vudng tai
AvaD, AB=2CD.
a) Chiang minh CD L (SAD).
b) Goi M la trung diém ctia AB. Chiing minh CM L (SAB).
Bai 2: Cho hinh vuéng ABCD. Goi H, K lan luot 13 trung diém cua AB, AD. Trén dudng
thang vudng goc véi mat phang (ABCD) tai H, lay diém S. Chirng minh rang:
a) AC L (SHK); b) CK L (SDH).
Bai 3: Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh vudng canh bang a2 , c6 cac canh bén déu
bang 2a.
a) Tinh goc gitra SC va AB,;
b) Tinh dién tich hinh chiéu vudng goc cua tam giac SAB trén mat phang (ABCD).
Bai 4: Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA =SB =SC =a, ASB=90°, BSC=60" va ASC =120°.
Goi I 1a trung diém cua canh AC. Chting minh SI L (ABC).
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Bai 5: Cho t&r dién OABC ¢6 OA, OB, OC dbi mot vudng goc. V& duong thang qua O va
vudng gbc vai (ABC) tai H. Chiing minh AH L BC.

BAI 3. HAI MAT PHANG VUONG GOC

1. Géc giira hai mit phiang
Pinh nghia: Gic giira hai mat phang (o) va (B) 1a goc giita hai duong thang lan luot
vudng goc vai (o) va (B), ki hieu ((o), (B))

Tacé: ((a),(B))=(m,n)véi mL(a),n L(B).

n

s/

Nguoi ta ching minh dwgc goc gitta hai mat phang cit nhau, d6 l1a:
Cho ()n(B)=c:
(), (B)) = (a,b) véi ac (o),bc(B).aLlcbLc.

Ve a,\\V\/ 7

Vi du 1: Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh vuéng tdm O, canh bén SA vuéng
g6c v4i mat phang day. Tinh goc gitta hai mat phang:
a) (SAC) va (SAD); b) (SAB) va (SAD).
Giai
a) Taco: BO_LSA vaBO L AC, suy ra BO 1 (SAC);
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BA 1L SA vaBA L AD, suy ra BA 1 (SAD).
Do d6, néu goi gdc gitta hai mit phang (SAC) va (SAD) 1a a thi
o =(BO,BA) = ABO = 45",
b) Taco: CB L SA vaCB L AB, suy ra CB L (SAB);
CD L SA vaCD L AD, suy ra CD 1 (SAD).
Do d6, néu goi gdc giira hai mat phang (SAB) va (SAD) la B thi p=(CB,CD)=BCD =90°.
2. Hai mit phing vudng goc

Pinh nghia: Hai mit phang duoc goi 1a vubng goc néu géc giira hai mat phang d6 13 mot
géc vudng. Hai mat phang (P) va (Q) vudng goc duoc ki hiéu 1a (P) L (Q).

A5

Piéu kién dé hai mit phang vuéng géc
Pinh Ii 1: Biéu kién can va du dé hai mat phang vuéng goc 12 mat phang nay chaa mot
duong thang vudng goc voi mit phang kia.
Vi du 2: Cho tir dién ABCD c6 AB, AC, AD d6i mot vudng goc véi nhau. Ching minh
rang cac mat phang (ABC), (BAD), (CAD) d6i mét vudng goc vai nhau.
Giai
Tacé: ABLAC,AB 1L AD=AB 1 (CAD)
= (ABC) L (CAD),(BAD) L (CAD).
Tuong tu ta ciing c6 CA L AB,CA L AD = CA 1 (BAD)
= (CAD) L (BAD).
Vay cac mit phang (ABC), (BAD), (CAD) tirng d6i mot vudng goc véi nhau.

Vi du 3: Cho hinh chép S.ABCD c¢6 cac canh bén bang nhau va day 1a hinh vuéng. Ching
minh rang:
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a) (SAC) L (ABCD);
b) (SAC) L (SBD).
3. Tinh chat co ban vé hai mit phiang vudng goc

Pinh Ii 2: Néu hai mat phang vudng goc véi nhau thi bat cir dwong thang nao nam trong
mat phang nay va vudng goc véi giao tuyén ciing vudng goc véi mat phang kia.

/é

u

Vi du 4: Cho hinh chép S.ABCD c6 SAB 1a tam giac déu va nam trong mit phang vuéng
goc voi mat phang (ABC). Goi M 1a trung diém cua AB. Chang minh SM _L (ABC).

Giai
Theo dé bai ta c6 (SAB) L (ABC). Ta c6 tam giac SAB déu va M 1a trung diém cua AB,
suy ra SM _L AB. Puong thang SM nam trong (SAB) va vudng goc vai giao tuyén AB cua
hai mit phing (SAB) va (ABC). Tir do suy ra SM L (ABC).

h)

(__
Pinh Ii 3: Néu hai mit phang cat nhau ciing vuéng goc véi mit phang tha ba thi giao tuyén
cua ching vudng goc voi mat phang thi ba.

T6 Toan - Khoa Khoa hoc co ban Trang 131



-ﬁ—-LY TU TROMNG

Vi du 5: Cho hinh chép S.ABC c6 canh SA = a, ddy ABC la tam giac déu véi canh bang a.
Cho biét hai mat bén (SAB) va (SAC) cuing vudng goc véi mit day (ABC). Tinh SB va Sc
theo a.

Giai
Tac6d hai mat phang (SAB) va (SAC) cuing cubng goc véi mit day (ABC), theo Binh li
3,giao tuyén SA cia (SAB) va (SAC) vudng goc véi (ABC). Tir SA L (ABC) ta co
SA 1L AB va SA 1 AC, suy ra tam giac SAB va SAC vubng can tai S, suy ra
SB=SC=av/2.
4. Hinh ldng tru ding, hinh hgp chir nhat, hinh lap phwong
Dinh nghia
Hinh ling tru ding la hinh lang tru c6 canh bén vudng goc véi mat day.
Hinh ling tru déu 13 hinh ling tru dung c6 mit day 1a da giac déu.
Hinh hgp ding la hinh hop c6 canh bén vubng goc vai mat day.
Hinh hgp chir nhat la hinh hép ding c6 mat day 1a hinh chir nhat.
Hinh lap phwong Ia hinh hop chit nhat c6 tat ca cac canh bang nhau.
Tinh chét
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Hinh vé

Tinh chat co ban

Hinh lang tru ding
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— Canh bén vuodng goc voi hai day.
— Mait bén la cac hinh chir nhat.

Hinh lang tru déu

~ Hai day 14 hai da giac déu.
— Mat bén la cac hinh chir nhat.

- Canh bén va duong ndi tam hai day vuong
goc voi hai day.

Hinh hop ding

Hinh hop chir nhat

-~ B6n mat bén 1a hinh chir nhat.
— Hai day la hinh binh hanh.

— Sau mat la hinh chir nhat.

—~ Do dai a, b, ¢ cua ba canh cung di qua
mot dinh goi la ba kich thudce cua hinh hop
chir nhat.

—~ D6 dai duong chéo d duoc tinh theo ba

kich thudec:
d =\]a2 +b*+c°.

Hinh lap phuong

[SAPSRPRNY
|
1
L}
'

— Sau mat la hinh vuéng.
— Do dai duong chéo d duoc tinh theo do dai

canh a:
d=a\/§.

Vi du 6: Cho hinh ling try déu ABCD.ABCD' ¢c6 canh ddy AB = a va canh bén
AA' =h(Hinh v&). Tinh d6 dai duong chéo A'C theo a va h.
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h

Giai
Pay ABCD cua lang tru déu phai la tt dién déu, suy ra ABCD I hinh vudng, vay AC =
a/2 . Lang tru déu c6 canh bén vudng géc véi ddy, suy ra AA" L (ABCD), vay AA L AC.

Trong tam giac A'/AC vuong tai A ta co:

AC=+AA? +AC? =+/h? +2a°,
@ Chu y: Ling tru déu c6 day ttr giac thuong duoc goi 1a ling tru tir gidc déu. Tuong tu ta
cling c6 lang try tam giac déu, lang tru luc giac déu,...
5. Hinh chép déu. Hinh chép cut déu
Hinh chép déu
Pinh nghia: Hinh chép déu 13 hinh chép co day 1a da giac déu va cac canh bén bang nhau.
@ Chu y: Hinh chop déu co:
a) Cac mat bén 1a cac tam giac can tai dinh hinh chép va bang nhau.
b) Poan thiang néi tir dinh hinh chép dén tdm cua day thi vudng goc voi mit day va goi la
duong cao cua hinh chdp.

¢) Do dai duong cao goi 1a chiéu cao cuaa hinh chéop déu.

Vi du 7: Cho hinh chép déu S.ABC c6 canh day AB = a va canh bén SA = b (Hinh vg).
Tinh d6 dai duong cao SO theo a, b.
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B
Giai

Ta c6 O la trong tm cua tam giac déu ABC, suy ra AO =§.ﬁ = ﬁ.

Trong tam giac SOA vudng tai O, ta cé:

2 2 an2
SO:\/SAZ—AOZZ\/bZ—Sa _ 9’ -3 .

9 3

Hinh chop cut déu

Pinh nghia: Phan cua hinh chop déu nam gitta day va mot mit phing song song véi day cat
cac canh bén cua hinh chop déu duoc goi 1a hinh chép cut déu.

Trong hinh chop cut déu A, A, A,... A, A/ A, A]... 4., ta goi:
- Cac diém A4, 4,, A, ..., 4, +
cac dinh.

~ DPa giac 4,4,4,... A, 1a ddy lon, da giac A A, A;...A

la ddy nhé. Day 16m va day nho ndm trén hai mat phing
song song.

— Canh cua hai da giac day la canh ddy. Cac canh day twong ing song song tirng doi mot.
~ Céc hinh thang can A A, A4, A AAA,, ..., A AAA acac mat bén.

~ Canh bén cua mat bén goi la canh bén cua hinh chop cut déu. Hinh chop cut déu co cac
canh bén bang nhau, cac mat bén la nhimg hinh thang can.

~ Poan thang ndi tam hai day 1a duwong cae. D6 dai duong cao la chiéu cao.
Vi du 8: Cho hinh chép cut tir giac déu ABCD.ABCD , day 16n ABCD c6 canh bang a,
day nho ABCD' ¢6 canh bang b, chiéu cao OO =h vgi 0,0 lan luot 14 tam cia hai day.
Tinh d6 dai canh bén CC cua hinh chdp cut dé.
Giai
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Trong hinh thang vuéng QO'C'C. vé& duong cao C'H (H € OC") |

Taco OC-i oC'= ‘[— raHCz-(a“%@-.
Trong tam giac vuong CC'H, ta co
CC' =\CH +HC = |I¥ +‘“‘2b)2.

BAI TAP

1. Cho hinh chép S ABC cé day la tam giac vuéng tai C, mit bén SAC la tam giac déu va nim

trong mit phing vuong goc vai (4BC).
a) Chimg minh ring (SBC) L (SAC).

b) Goi / la trung diém cua SC. Chirg minh ring (4BI) L (SBC).

2. Cho tam giac déu ABC canh a, I 1a trung diém cua BC, D la diém déi xtng véi A qua .

g : 6 <
V& doan thang SD c6 do dai bang % va vuodng goc voi (4BC). Chirng minh rang:

a) (SBC) L (SAD); b) (S4B) L (SAC).

3. Cho hinh lang tru dimg ABCD.A'B'C'D' c¢6 day ABCD la hinh thang vuong tai 4 va B,

AA'=2a, AD=2a,AB=BC=a.

a) Tinh d6 dai doan thang AC". b) Tinh téng dién tich cac mat cua hinh lang tru.

4. Cho hinh hép dimg ABCD.A'B'C’D' ¢6 day la hinh thoi. Cho biét AB=BD=a, A'C=2a.
a) Tinh do dai doan théng AA'. b) Tinh téng dién tich cac mat cua hinh hop.

5. Cho hinh chép cut tir giac déu cé canh day 16n bang 2a.
canh day nho va duong noi tam hai day bang a. Tinh
do dai canh bén va duong cao cua moi mit bén.

6. Kim tu thap bang kinh tai bao tang Louvre ¢ Paris c¢6

dang hinh chép tir gidc déu voi chiéu cao 1a 21,6 m e

va canh day dai 34 m. Tinh d6 dai canh bén va dién tich

bt , Hinh 29
xung quanh cua kim tu thap. (Nguon: https://en.wikipedia.org/wiki/
Louvre Pyramid)
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BAI 4. KHOANG CACH TRONG KHONG GIAN

1.Khoing cach tir mt diém dén mot dwong thing, dén mot mat phang

Dinh nghia:

Néu H 1a hinh chiéu vudng goc cua diém M trén duong thang a thi do dai doan MH duoc
goi la khoang céach tir M dén dwong thang a, ki hiéu d(M, a).

Néu h 1a hinh chiéu vudng goc cia diém M trén mat phang (P) thi 6 dai doan MH duoc goi
la khoang céch tir M dén mat phang (P), ki hiéu d(M, (P)).

M
A
LS
a) b)

WChU y: ®d(M,a) = 0 khi va chi khi M thugc a;
®d(M, (P)) = 0 khi va chi khi M thuac (P).

& Nhan xet:

a) Ly diém N tuy y trén duong thang a, ta luén c6 d(M,a) < MN;

b) Ly diém N tdy y trén mat phang (P), ta ludn c6 d(M, (P)) < MN.

Vi du 1: Cho hinh chép O.ABC c6 day 1a tam giac déu canh a va OA L (ABC). Cho biét
OA=a.

a) Tinh khoang céch tir diém O dén mit phiang (ABC).

b) Tinh khoang cach tir diém O dén duong thing BC.

Giai
a) TacOOA L (ABC), suy rad(O, (ABC)) = OA =a.
b) Vé AH 1 BC, tacdé OH L BC (Pinh li ba duong vudng gdc), suy ra d(O, BC) = OH.
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Tam gidc ABC déu c6 canh bang a suy ra AH = #.
L , ; > , 3’ a7
Trong tam giac vuéng OAH, ta c6 OH =+ OA® + AH* =, [a +T :T'
A . a7
Vay ta c6 d(O, BC) = —

Vi du 2: Cho hinh chép S.ABCD véi day ABCD la hinh vudng canh a. Cho biét SA = a va
SA vubng gdc véi (ABCD).
a) Tinh khoang céch tir diém B dén (SAD);
b) Tinh khoang cach tir diém A dén canh SC.
2. Khoang cach giira cac dwong thang va mit phang song song, gitra hai mit phang
song song
Dinh nghia
Khoing céch giira hai dwong thang song song a va b 1a khoang céch tir mot diém bat ki
trén a dén b, ki hicu d(a, b).
Khoang céch giira dwong thing a va mat phiang (P) song song véi a la khoang cach tir
mot diém bat ki trén a dén (P), ki hiéu d(a, (P)).
Khoing céch giira hai mit phang song song (P) va (Q) la khoang cach tir diém bat ki
trén (P) dén (Q), ki higu d((P), (Q)).
Vi du 3: Cho hinh lap phuong ABCD.ABCD' ¢6 canh bang a. Tinh theo a:
a) Khoang céch giira duong thang DD’ va mat phang (AA'CC);
b) Khoang céch gitra hai mat phang (AAD'D) va (BB CC).

Giai
a) Tacéd DD ||AA,d(DD,(AACC))=d(D,(AACC)). Goi O latam hinh vudng ABCD.
Tacdé DO _LAC va DO LAA, suyra DO_L(AACC). Vay

d(DD',(AA'CC)) =d(D, (AACC)) = DO =%.

b) Ta c6 (AADD)||(BBCC)suy ra d((AADD),(BBCC))=d(A,(BBCC)).
Do AB L BB va AB_LBC,suyra AB_L(BBCC).

Viy d((AADD),(BBCC))=AB=a.
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3. Khoang cach giira hai dwong thang chéo nhau

Dinh nghia
Pudng thing ¢ vira vuéng goe, vira cit hai duong thang chéo nhau
a va b duoc goi la duong vuéng goc chung cua a va b.
Néu duong vudng goc chung cia hai duong thing chéo nhau a va b
cit chang lan luot tai /va J thi doan LJ goi 1a dean vuéng géc chung
cuaa vab.
Khodng cdch giira hai duwong thang chéo nhau 1a do dai doan vuong
gbc chung cua hai dudng thang do, ki hiéu d(a. b).

Chay:
- P
a) Khoang cach gitra hai duong thiang chéo nhau @ va b M /
bang khoang céch giira mét trong hai duong dén mit phéng \
song song vl no va chira duong con lai.
b) Khoang céch gitra hai dudng thing chéo nhau bing 0
khoang cach giira hai mat phing song song lan huot chita / \JN’ )/
hai dudng thang do.
Vi du 4: Cho hinh chép S.ABCD c¢6 déy 1a hinh vuéng ABCD canh bang a, canh SA = a va
vudng goc véi mat phang (ABCD). Tinh khoang céch gitra hai duong thang:
a) SB va CD; b) AB va SC,
Giai
a) Taco BC L SA va BC L AB, suy ra BC L SB.
Mit khac BC L CD, suy ra BC 1a doan vuéng goc chung cua hai duong thang SB va CD. Ta
c6 d(SB, CD) =BC = a.
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(((((((((((((

b) Céch I. Ta c6 AB 1 (SAD) va SD la hinh chiéu vuéng
goc cua SC 1én (SAD). Ve AK L SD,KE I/ AB, EF /] AK.

Taco AB L AK, AK L SD, suyra AK 1| SC. Do EF' /| AK,
suy ra ta cing ¢6 EF 1 AB va EF cat AB tai F, EF 1 SC
va EF cat SC tai E.

Céc két qua trén chimg to EF la doan vudng goc chung
cua AB va SC.

SD aﬁ

Trong tam giac SAD vuodng can tai A taco 4K = 3 =

ofs

Vay d(AB, SC)=EF =AK= —

Cich 2. Ta c6 mat phang (SCD) chira SC va song song vai AB, suy ra:

\/_

d(AB. SC) = d(AB. (SCD)) = d(A. (SCD)) = AK = &

4. Cong thirc tinh thé tich cta khdi chop, khéi Ling tru, khéi hop
BmThé tich khéi hap chir nhat
Thé tich khdi hop chit nhat bang tich ba kich thuéc.

V = abc.

temrmcaeeed -

mThé tich khéi chop

Thé tich khéi chop bang mot phan ba dién tich day nhan véi chiéu cao.

v=21sh
3
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B Thé tich khéi chop cut déu
Cong thuc tinh: V :%h(s-l- SS +S'), véi h: chiéu cao va S, S 1a dién tich hai day.

W Thé tich khai ling tru
Thé tich khéi lang tru bang dién tich day va chiéu cao
V= Sh.

iy

h

BChU y: Ta goi khdi lang tru c6 canh bén vudng gdc voi day 1a khéi ling try dung. Chiéu
dai canh bén a cua khdi lang try dung bang chiéu cao h va ta ¢ cong thuc: V = S.a

a=h

Vi du 5: &) Tinh thé tich caa khdi hop chit nhat c6 ba kich thudce 14 : 6a; 4a; 3a.
b) Tinh thé tich khéi t&r dién déu SABC canh a.
¢) Cho khéi lang tru ABCD.ABCD' c6 day 1a hinh vudng canh 2a, canh bén
AA’ =2a,hinh chiéu ciia A'trén (ABCD) triing véi giao diém O cua AC va BD. Tinh thé
tich khéi lang tru do.
Giai
a) Thé tich khdi hop chir nhat bang tich ba kich thudc:
V =6a.4a.3a=72a°.
b) Goi H 1a hinh chiéu vudng goc cia S xudng (ABC). Ta cd ba tam giac vudng SHA, SHB,
SHC bang nhau, suy ra HA =HB = HC. Vay H la tim cua tam giac déu ABC. Ta co

AM=2Y3 a2 a3
2 3 3
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2
SH =+/SA? — AH? :,/a2 —3% :%.
Khéi ta dién déu SABC c6 thé tich l1a

1 1a°V3 a6 _a*\2

V==S, SH= .
3 "e¢ 3 4 3 12

¢) Chiéu cao cua khéi lang tru:

h=A0=vAA?—AQ? =/4a% —2a% =av/2.
Thé tich khdi lang tru: V = S.h = 4a%.a+/2 = 4a°/2.

Vi du 6: Cit khdi chop tam giac déu S.ABC véi canh day bang a va chiéu cao 2a boi mot
mit phang song song véi day va di qua trung diém céc canh bén. Tinh thé tich khéi chop cut
déu duoc tao thanh.

Giai
Goi ABC.A'BC la khéi chdp cut déu dugc tao thanh, O va O'lan luot 1a tim caa hai day
ABC va ABC'. Taco: Chiéu cao caa khdi chop cut déu 1a h=00" = % = 2—: =a;
2 2
Tam gidc ddu ABC c6 dién tich: S= AB4*/§ _2 f;
2
Tam giac déu ABC cd canhAB = % nén c6 dién tich: S = A?Gﬁ =§.

Do d6, thé tich khéi chdp cut déu duoc tao thanh 14 :

1 ( S Sj_?aS_?_a a’y/3 7a°\3

1 -
V==h(S++SS +S)==a|S+=+= |= =—.
3 ( ) 3 12 12 4 48

2 4
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BAI TAP

1. Cho hinh chép S ABCD, day ABCD la hinh thoi canh a ¢6 O la giao diém cua hai dudng chéo,
ABC = 60°, SO L (4BCD), SO = a«/3. Tinh khoang cach tir O dén mat phing (SCD).

2. Cho hai tam gidc can ABC va ABD c6 day chung AB va khong cting nim trong mot mét phing.
a) Chimg minh ring 4B | CD.
b) Xac dinh doan vuéng goc chung cua AB va CD.

3. Cho hinh chop S ABCD c6 day la hinh vuong canh a, S4=SB=8C=5D=a 2. Goi I, J1an luot
la trung diém cua AB va CD.
a) Chimg minh 4B L (S1J).
b) Tinh khoang cach giira hai duong thing 4B va SC.

4. Cho hinl‘l lang tru tam gidc déu ABC.A'B'C" ¢6 AB = a, gbc giira hai mat phing (4'BC) va
(ABC) bang 60°.
a) Tinh khoang cach giira hai day cua hinh lang tru.
b) Tinh thé tich ctia khéi lang tru.

5. Mot cay cau danh cho nguoi di bo (Hinh 22) c¢6 mat
san cau cach mat duong 3,5 m, khoang cach tir duong
thing @ nam trén tay vin cua cau dén mit san cau la
0.8 m. Goi b la duong thiang keé theo tim dudmg. Tinh

khoang cach giita hai duong thang a va b.
6. Cho hinh hép dirng ABCD.A'B'C'D' ¢6 canh bén 44" = 2a va day ABCD la hinh thoi c6
AB=avaAC= avf3.
a) Tinh khoang cach giira hai duong thiang BD va AA".
b) Tinh thé tich cua khoi hop.
7. Cho hinh chép tir gidc déu S.ABCD c6 tit ca cac canh déu bang a va ¢6 O la giao diém hai
duong chéo cua day.
a) Tinh khoang cach giira hai duong Ihr:'mg AC va §B.
b) Tinh thé tich cua khéi chop.
8. Tinh thé tich cua khéi chop cut luc gidc déu ABCDEF.A'B'C'D'E'F véi O va O' 13 tam hai day,

canh day lon va day nho lin luot la a va %, 0" = a.
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BAI 5. GOC GIUA PUONG THANG VA MAT PHANG. GOC NHI DIEN

1. G6c giira dwong thiang va mit phang

Dinh nghia

Néu duong thang a vudng goc véi mat phing (P) thi ta ndi goc gitra dudong thang a véi mat
phang (P) bang 90°.

Néu duong thang a khéng vudng goc voi mat phang (P) thi goc gitta duong thang a va hinh
chiéu a’ cua a trén mat phang (P) goi la goc giita duwong thang a va (P).

G6c gitra duong thang a va mat phang (P) duoc ki hiéu 1a (a, (P)).

a

Pl

BChiy: a) Goc o giira duong thang va mat phang ludn thoa man 0° <o <90°.

b) Néu duong thang a nam trong (P) hoic song song véi (P) thi (a, (P)) = 0°.
Vi du 1: Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day ABCD 1a hinh vudng canh a, SA = a+/6 va vudng
goc voi day. Tinh:
a) G6c giira duong thang BC va (SAB);
b) Gdc giira dudng thing BD va (SAD);
¢) G6c giira duong thiang SC va (ABCD).
Giai

a) Taco SA L (ABCD), suyra BC L §4. Ta lai ca BC L AB, suy ra BC L (SAB), suy ra goc
giira duomg thang BC va (SAB) bang 90",

b) Ta c6 SA L (ABCD), suyra BA | SA. Ta lai co BA 1 AD, suyra BA 1 (SAD). Vay AD
la hinh chiéu cua BD trén (SAD). Néu goi ¢ la goc gitra duong thang BD va (SAD) thi
¢ = (BD, AD)= BDA =45" (vi tam giac ABD vudng can tai A).
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c) Taco S4 L (ABCD), suy ra AC la hinh chiéu cua SC trén (ABCD). Néu go1 ' la goc
gitra dudng thing SC va (ABCD) thi ¢’ = (SC, CA4) = SCA.

— SA a«/a

Trong tam giac SCA vuong tai 4, ta c6 tanSCA = = = 3. suy ra goc giira
AC a2

dudng thing SC va (ABCD) bang 60°.

Vi du 2: Cho hinh lap phuong ABCD.ABCD'. Tinh gdc giita cac duong thang sau day véi
mit phang (ABCD):

a) AA’; b) BC'; c) AC.

2. Goc nhi dién va goc phang nhi dién

BGoc nhi dién

Pinh nghia: Cho hai mit phang (P,)va (Q,) cd chung bd 1a dudng thang d. Hinh tao boi
(P), (Q,) vad dugc goi la géc nhi dién tao bai (P,) va (Q,), ki hiéu [P,,d,Q, ].

Hai nira mat phang (P,), (Q,)goi la hai mit caa nhi dién va d goi 1a canh cia nhi dién.

& Chu y:a) Hai mit phang cit nhau theo giao tuyén d tao thanh bén géc nhi dién.

b) Géc nhi dién [P,,d,Q, |con duoc ki hiéu 1a [M,d, N], véi M, N tuong tng thudc
hai ntra mat phang (P,), (Q,).
BmGoc phing nhj dién

Pinh nghia: Goc phang nhi dién cua goc nhi dién 1a goc co dinh nam trén canh cua nhi
dién, cé hai canh lan luot nam trén hai mat caa nhi dién va vudng goc véi canh cua nhi dién.

=Chay

a) Déi véi mot goc nhi dién, cac goc phang nhi dién déu bang nhau.
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b) Néu mat phang (R) vudng goc véi canh d ciia goc nhi dién va cat hai mat (P,), (Q,) cua
g6c nhi dién theo hai nira duong thang Ou va Ov thi uOv 1a géc phang nhi dién cuaa goc nhi
dién tao boi (P,), (Q,).
¢) G6c nhi dién ¢ goc phang nhi dién 1a goc vudng duoc goi 1a goc nhi dién vuéng.
d) Sé do goc phang nhi dién dugc goi 12 s6 do gbc nhi dién.
e) Sb do goc nhi dién nhan gié tri tir 0° dén 180°.
Vi du 3: Cho hinh lap phuong ABCD.ABCD' canh a. Xéc dinh va tinh gc phang nhi
dién:
a) [A,BD,A |; b) [C,BD,A'].

Giai
a) Goi O la tam cua hinh vuéng ABCD. Tacé OA L BD va OA 1 BD, suy ra AOA  la
géc phing nhi di¢n | A,BD,A|.

' A’ D’
Trong tam giac AOA vudng tai A, ta cé: =
) B. ‘.l :, % £
' ' [ | ; b f‘
tnAOA =22 — 2 _ 3 pOA ~54,7" Fah
AO a\/E : : ; %
2 3 _i L 1 X
ol Vel e~ P F B
i EI' -
le e ETE} =k
a8 €

b) Ta cé: OC L. BD va OA L BD, suy ra
A'OC la goc phang nhi di¢n | C,BD, A’ |. Taco AOC=180° ~AOA~125,3".

Vi du 4: Cho hinh chép tir giac S.ABCD vai O la tam cua day va co tat ca cac canh déu
bang a. Xac dinh va tinh goc phang nhi dién:

a) [S,BC,0]; b) [C,S0,B].
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Bai 1: Cho tir di¢n déu ABCD. V& hinh binh hanh BCED.
a) Tim g6c giira duong thang AB va (BCD).

b) Tim goc phang nhi dién [A,CD, B];[A,CD, E].

Bai 2: Cho hinh chdp tir giac déu S.ABCD c6 O la tam cua day va co tit cac canh bang
nhau.

a) Tim g6c giira duong thang SA va (ABCD);

b) Tim goc phang nhi dién [A,SO, B];[S,AB,O].

Bai 3: Cho hinh chdp cut luc giac déu ABCDEFABCDEF v6i O va O 14 tim hai day,
canh day 16n va day nho lan luot 13 a va %,OO' =a.

a) Tim géc gitra canh bén va mat day.

b) Tim gdc phing nhj dién [O,AB,A'];[O',A'B',A].

Bai 4: Mot con dbc c6 dang hinh ling tru ding tam giac véi kich thudc (Hinh ve)

a) Tinh s6 do goc gitta duong thing CA' va (CCBB).

b) Tinh sé do goc nhi dién canh CC,

Bai 5: Nguoi ta dinh dao mét cai ham c6 dang hinh chép cut ti giac déu cé hai canh day 1a
14m va 10m. Mit bén tao vé6i day nhé thanh mot goc nhi dién c6 sé do bang 135°. Tinh sb
mét khéi dat can phai di chuyén ra khoi ham.

dacy
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[OBAI TAP CUOI CHUONG VIII

Bai 1: Cho hinh vuéng ABCD va tam giac déu SAB canh a nam trong hai mat phang vuéng
g6c véi nhau. Goi M, N lan luot 13 trung diém cua AB va AD.

a) Ching minh rdng (SMD) L (SNC).

b) Tinh khoang cach tir M d&én mat phang (SNC).

Bai 2: Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day 1a hinh vuéng canh a, SA 1L (ABCD) va SA = a. Goi
M, N, P lan luot 13 trung diém caa SB, SC va SD. Tinh khoang cach giita AM va NP.

Bai 3: Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh thang vuéng tai A va D; AB =AD
=2a; CD =a; s6 do goc nhj dién [S,BC,A] bang 60°. Goi I 1a trung diém cua canh AD. Biét
hai mat phang (SBI) va (SCI) cting vudng géc véi mat phang (ABCD). Tinh thé tich khdi
chop S.ABCD theo a.

Bai 4: Mot chan cot bang gang c6 dang hinh chop cut ti giac déu c6 canh day 16n bang 2a,
‘ N , N . a
canh day nho bang a, chiéu cao h = 2a va ban kinh day phan tru rong bén trong bang 5

a) Tim g6c phang nhi dién tao boi mit bén va mat day;

b) Tinh thé tich chan cot néi trén theo a.

BD = a. Hinh chiéu vudng goc cia A 'Ién mat day trang véi diém O 13 giao diém hai duong
chéo cua day. Tinh thé tich cua khdi hop.
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CHUONG IX. XAC SUAT

1 Muc tiéu:

Sau khi hoc xong chwong ndy, sinh vién cé thé:
-Nhdn biét dwoc mot sé6 khai niém vé xdc sudt cé dién: hop va giao cac bién cé; bién c6
doc lap;
-Tinh dwoc Xac sudt ciia bién cé hop bang cdch sir dung cong thirc cong;
- Tinh dwoc xdc sudt ciia bién co giao bang cdch sik dung cong thire nhéan (cho truong
hop bién cé déc lap);
- Tinh dwoc dwoc xdc sudt cia bién cé trong mét s6 bai todn don gidn bang phwong
phap t6 hop.
- Tinh dwoc dwoc xdc sudt cia bién cé trong mét sé bai todn don gian bang phwong
phdp so d6 hinh cady.

BAI 1. BIEN CO GIAO VA QUY TAC NHAN XAC SUAT

1. Bién cé giao

Cho hai bién co 4 va B. Bién co “Ca 4 va B cung xay ra”, ki hiéu 4B hoac '@
A N B duoc got la bién co giao cua A va B.

A B
BWChU y: Tap hop mo ta bién cd AB 1a giao cua hai tap hop md ta bién c6 A va bién cb B.
Bién c6 AB xay ra khi va chi khi ca hai bién cb A va B xay ra.
Vi du 1: Gieo hai con xic xic can d6i va dong chat. Goi A 1a bién ¢ “Tong sé chdm xuit
hién trén hai con xuc xic bang 57, B 1a bién c¢b “Tich sb chdm xuét hién trén hai con xdc xac
bang 6”, C la bién ¢ “ Co it nhat mot con xuc xac xuat hién mat mot chadm”. Hay viét tap
hop md ta céc bién c6 giao AC va BC.
Gial
Bién co C = f(1:6); (6: 1); (1:5):(5: a(;4): (4 1); (1:3): (3: 1):(1:2):(2; 1):(1; D}
Keét hop tap hop md ta bién c6 A, B, ta c6 bién c6 AC = {(L;4);(4;1)}; bién cé BC
={&6);(6:D)};
2. Hai bién cd xung khic

Hai bién ¢ A va B duoc goi 1a xung khiic néu A va B khong dong thoi xay ra.
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a0

B Chu y: Hai bién ¢ A va B 1a xung khic khi va chi khi ANB=(.
Vi du 2: M6t hop ¢ 5 vién bi xanh, 4 vién bi do va 2 vién bi vang. Lay ra ngau nhién dong
thoi 2 vién bi tir hop. Hay xac dinh cac cip bién c¢b xung khac trong céc bién ¢ sau:
A: “Hai vién bi lay ra ciing mau xanh”;
B: “Hai vién bi lay ra cing mau do™;
C: *Hai vién bi lay ra ciing mau™;
D: “Hai vién bi lay ra khac mau”.
Giai

Ta co hai bién c6 4 va B xung khac.
Bién co C xay ra khi léy’ ra 2 vién bi xanh hodc 2 vién bi do hoac 2 vién bi vang. Khi
lay duoc 2 vién bi mau xanh thi bién c6 4 va bién ¢6 C cung xay ra. Khi lay duoc
2 vién bi mau do thi bién c6 B va bién cd C cung xay ra. Do dé bién c6 C khong
xung khéc véi bién c6 4 va bién cb B.
Bién c6 D xay ra khi lay ra 1 vién bi xanh, 1 vién bi d6; hodc 1 vién bi xanh, 1 vién bi vang:
hoac | vién b1 do, | vién bi vang. Do do bién c¢o D xung khac voir bién c6 A, xung khac
véi bién ¢b B va xung khic véi bién ¢b C.
Vay c6 4 cap bién ¢6 xung khac la: 4 va B: A va D; Bva D; Cva D.
3. Bién c6 doc lap
Hai bién ¢ A va B duoc goi 1a dc 1ap néu viéc xay ra hay khdng xay ra cua bién cb nay
khéng lam anh hudng toi xac suat xay ra caa bién c¢é kia.
2Nhan xét: Néu hai bién c6 A va B doc lap thi A vaB; Ava B, A va B dac lap.
Vi du 3: Trong hop c6 1 qua bong xanh, 1 qua bong do, 1 qua bong vang. LAy ra ngau nhién
1 qua bong, xem mau roi tra lai hop. Lap lai phép thir trén hai lan va goi A, Ia bién ¢b qua
bong lay ra lan tha k 12 bong xanh (k=1,2).
a) A ,A,co la cac bién co doc lap khong? Tai sao?
b) Néu trong mdi phép thir trén ta khdng tra bong lai hop thi A, A, c6 1a cac bién cb
doc lap khdng? Tai sao?

Giai
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a) Néu A, xay ra thi sau khi tra lai qua bong thir nhat vao hop, trong hop c6 1 qua bong
N . 1
xanh, 1 qua bong dé va 1 qua bong vang, do d6 xac suat xay ra A, la 3

4. Quy tac nhan xac suit caa hai bién co @éc lap
Néu hai bién cd A va B doc lap thi P(AB)=P(A)P(B).
=Chiy: Néu P(AB) = P(A)P(B) thi hai bién ¢ A va B khong doc lap.
Vi du 4: Cho A va B Ia hai bién cé doc lap. Biét P(A)=0,6 va P(B) =0,8. Hay tinh xac suat
cua cac bién c5 AB, AB va AB.
Giai
Do A va B 14 hai bién ¢ doc 1ap nén
P(AB) = P(A)P(B)= 0,48.
Vi A 14 bién cé dbi ctia A nén P(Z\) =1-P(A)=0,4. Do A va B doc lap nén

P(ZB) =P(A)P(B) =0,32.
Vi B la bién c6 ddi cua B nén P(E):l— P(B)=0,2. Do A va Bddoc lap nén
P(ZE) =P(A)P(B) =0, 08.

Vi du 5: Hai bénh nhan X va Y bi nhidm vi rit SARS-CoV-2. Biét ring xé&c suat bi bién
chuing ning cua bénh nhan X 14 0,1 va cia bénh nhan Y 12 0,2. Kha ning bi bién ching
nang caa hai bénh nhan 1a doc lap.
Hay tinh xé&c suit cua cac bién cé:
a) “Ca hai bénh nhan déu bj bién chung ning”;
b) “Ca hai bénh nhan déu khong bi bién ching nang”;
¢) “ Bénh nhan X bi bién ching nang, bénh nhan Y khéng bi bién ching ning”;
Giai

Goi A 13 bién cé “ Bénh nhan X bi bién ching ning”. Ta c6 P(A) = 0,1 va P(A) =0,9.
Goi B 14 bién cé “ Bénh nhan Y bj bién ching ning”. Ta ¢6 P(B) = 0,2 va P(B) =0,8.
a) Ta thay A va B la hai bién co doc 1ap nén xac suat ca hai bénh nhan déu bi bién ching
nang la

P(AB) = P(A)P(B) = 0,02.

b) Do A va B doc 1ap nén xac suit ca hai bénh nhan khdng bi bién chung nang 1a
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P(AB)=P(A)P(B)=0,72.

c) Do Ava B doc lap nén xéc suat bénh nhan X bi bién chiing nang, bénh nhan Y khéng bi
bién chiing nang la

P(AE) =P(A)P(B) =0,08.

Ta ciing c6 thé giai bai toan trén bang céach str dung so d6 hinh cdy nhu sau:

Két qua Xac suit
W Y bi bién chimg X va Y bi bién ching 0,02
X bi bién chimng
01 0,8\ Y khong bi X bi bién chimng
; bién chi e ST 2 0,08
ICn chung Y khong bi bien chirng
09 ALL) 0 0.2 Y b1 bien chimg X khong b;'blen chung 0.18
A-Khong ‘01 Y bi bien chirng
bién chirng
0,8 ™% Y khong bi Xvay

0 s 0,72
bién chitng khong bi bién chirng

Theo so do trén thi:
a) Xac suat ca hai bénh nhan déu bi bién chimg nang 1a 0,02;
b) Xac suét ca hai bénh nhan khong bi bién ching nang la 0,72;

¢) Xac suat bénh nhan X bi bién chirng nang, bénh nhan Y khong bi bién chirng nang
la 0.08.
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BAI TAP
Bai 1: Hop thir nhat chira 3 tim thé cung loai duoc danh s6 lan lugt tir 1 d&én 3. Hop thi hai
chtra 5 tim thé cuing loai duoc danh sé lan lugt tir 1 dén 5. LAy ra ngau nhién tir mdi hop 1
thé. Goi A 1a bién c6 “Tong cac s6 ghi trén 2 thé bang 67, B 1a bién ¢ “Tich cac sb ghi trén
2 the 1a s 187,
a) Hay viét tap hop md ta bién c5 AB va tinh P(AB).
b) Hay tim mét bién cb khac réng va xung khic vai ca hai bién ¢ A va B.
Bai 2: Mot hop chaa 21 tim thé clng loai dugc danh s tir 1 dén 21. Chon ra ngau nhién 1
thé tir hop. Goi A 1a bién c6 “Sé ghi trén thé dugc chon chia hét cho 27, B 1a bién ¢b “Sé ghi
trén thé duoc chon chia hét cho 3.
a) Hay md ta bang 10i bién ¢ AB.
b) Hai bién c6 A va B c¢6 doc 1ap khdng? Tai sao?
Bai 3: Cho A va B 1 hai bién c6 doc lap.
a) Biét P(A) = 0,7 va P(B) = 0,2. Hay tinh xac suét cua cac bién c6 AB, AB va AB.
b) Biét P(A) = 0,5 va P(AB) = 0,3. Hay tinh xac suét cua cac bién cb B, AB va AB.
Bai 4: Mot xa thu ban lan luot 2 vién dan vao mot tim bia. Xé4c suit trang dich cua vién thi
nhat va thir hai lan luot 12 0,9 va 0,6. Biét rang két qua cac 1an bén 1a doc 1ap véi nhau. Tinh
X&c suat cua cac bién ¢ sau bang céch sir dung so d6 hinh cay:
a) “ Ca hai lan ban déu trang dich”;
b) “ Ca hai 1an bin déu khong trang dich”;
¢) “Lan ban tha nhat trang dich, 1an ban tha hai khong tring dich”.
Bai 5: Mot bénh truyén nhiém cd xac suat truyén bénh 12 0,8 néu tiép xdc voi ngudi bénh
ma khong deo khau trang; 12 0,1 néu tiép xuc vai ngudi bénh ma c6 deo khau trang. Anh
Lam tiép xuc v4i 1 nguoi bénh hai lan, trong d6 c6 mot lan deo khau trang va mot lan
khong deo khau trang. Tinh xac suat anh Lam bj 1y bénh tir ngudi bénh ma anh tiép xuac do.

T6 Toan - Khoa Khoa hoc co ban Trang 153



-'r’-LY TU TROMNG

BAI 2. BIEN CO HQP VA QUY TAC CONG XAC SUAT

1. Bién c6 hop
Cho hai bién cd A va B . Bién ¢ “ A hoic B xay ra”, ki hiéu 1a AU B, dugc goi 1a bién co
hgp cua A va B.

BChU y: Bién c6 AU BXxay ra khi c6 it nhat mot trong hai bién ¢ A va B xay ra. Tap hop
mo ta bién c6 AU BIa hop cua hai tap hop mé ta bién cd A va bién cé B.
Vi du 1: Mot hop chtra 5 vién bi xanh va 3 vién bi d6 c¢6 cung kich thudc va khéi lugng.
Lay ra ngau nhién dong thoi 2 vién bi tir hop. Goi A 1a bién ¢ “Hai vién bi 1dy ra déu c6
mau xanh”, B 12 bién cb “Hai vién bi 1iy ra déu c6 mau do”.
a) C6 bao nhiéu két qua thuan lgi cho bién c6 A? C6 bao nhiéu két qua thuan loi cho bién ¢
B?
b) Hay m6 ta bang 1oi bién c6 AU Bva tinh sb két qua thuan lgi cho bién cé AUB.
Giai
a) S két qua thuan loi cho bién cd A la C2 =10.
S6 két qua thuan lgi cho bién c B 1a C2 =3.
b) AU BIa bién c6 “Hai vién bi 14y ra c6 cung mau”. S6 két qua thuan loi cho bién ¢
AUBIa C2 +C? =13.
Vi du 2: Thyc hién hai thi nghiém. Goi T, va T, lan luot 1a cac bién ¢6 “Thi nghiém thir
nhat thanh cong” va “Thi nghiém tht hai thanh cong”. Hay biéu dién cac bién cd sau theo
hai biéncd T, va T,.
a) A: “ Co it nhat mot trong hai thi nghiém thanh cong”.
b) B: “C6 dung mét trong hai thi nghiém thanh cong”.
Giai
a) A=T,UT,; b) B=T,T,UT,T,.
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Vi du 3: Mot 16p hoc ¢6 15 hoc sinh nam va 17 hoc sinh nit. Chon ra ngau nhién 3 hoc sinh
cua 16p. Goi A 1a bién ¢b “ Ca 3 hoc sinh duoc chon déu 1a nir”, B 1a bién ¢b “C6 2 hoc sinh
nir trong 3 hoc sinh dugc chon”.
a) C6 bao nhiéu két qua thuan lgi cho bién cd A? C6 bao nhiéu két qua thuan loi cho bién cé
B?
b) Hay md ta bang loi bién ¢ A U Bva tinh sb két qua thuan lgi cho bién cd AUB.
2. Quy tic cong xac suat
@ Quy tic cong cho hai bién cé xung khic
Cho hai bién cé xung khac A va B. Khi d6

P(AuB)=P(A)+P(B)
Vi du 4: M6t doi tinh nguyén gom 9 hoc sinh khdi 10 va 7 hoc sinh khéi 11. Chon ra ngau
nhién 3 ngudi trong do6i. Tinh x4ac suat cua bién ¢b “ Ca 3 ngudi dugc chon hoc cing mot
khdi”.

Giai

Goi A 1a bién cb “Ca 3 hoc sinh dugc chon déu thugc khdi 10” va B 14 bién ¢ “Ca 3 hoc
sinh dwoc chon déu thudc khdi 117. Khi d6 A U BIa bién ¢b “Ca 3 nguoi dugc chon hoc
ciing mot khéi”. Do A va B 1a hai bién ¢6 xung khiac nén P(AUB) =P(A)+P(B).

3 3 3 3
Tathiy P(A)= =2 va P(B)= =7 nén P(aUB)= 2717
C:16 Cle Clﬁ 80

@ Quy tic cong cho hai bién cé bat ki
Cho hai bién cé A va B. Khi d6

P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AB).
Vi du 5: Mot hop chira 100 tim thé cling loai duge danh sé lan luot tir 1 dén 100. Chon
ngau nhién 1 thé tir hop. Tinh xac suat caa bién c6 “Sé ghi trén thé duoc chon chia hét cho 3
hoac 5”.

Giai

Goi A l1a bién cb “S ghi trén thé dugc chon chia hét cho 3” va B 1a bién ¢6 “S6 ghi trén thé
duoc chon chia hét cho 5.
AU B 1a bién c6 “Sb ghi trén thé duoc chon chia hét cho 3 hoic 5.

Tir 1 d&én 100 c6 33 s6 chia hét cho 3 nén P(A) = % =0,33.
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Tir 1 dén 100 c6 20 s6 chia hét cho 5 nén P(B) = % =0,2.

Mot s6 chia hét cho ca 3 va 5 khi né chia hét cho 15. Tir 1 dén 100 c6 6 s6 chia hét cho 15
nén P(AB) = % ~0,06.
Vay P(AUB)=P(A) + P(B) — P(AB) =0,33+0,2—0,06 =0, 47.

BAI TAP
Bai 1: Mot hop chira 5 qua bong xanh, 6 qua bong d6 va 2 qua bdng vang c6 cung kich
thudc va khdi lugng. Chon ra ngau nhién tir hop 3 qua bong. Tinh xac suét cua cac bién cé:
a) “Ca 3 qua bong ldy ra cung mau”;
b) “C6 it nhat 2 qua bong xanh trong 3 qua bong lay ra”.
Bai 2: Trén duong di tir Ha Noi vé tham Dén Hung ¢ Phi Tho , Binh, Minh va 5 ban khéc
ngdi vao 7 chiéc ghé trén mot xe 6td 7 chd. Khi xe quay lai Ha Noi, mdi ban lai chon ngdi
ngau nhién mot ghé. Tinh xac suat caa bién ¢b « Co it nhat mot trong hai ban Binh va Minh
van ngoi dang ghé cii ciia minh”.
Bai 3: Cho hai bién c6 A va B doc 1ap véi nhau.
a) Biét P(A) = 0,3 va P(AB) = 0,2. Tinh xéc suét cua bién cé6 AUB.
b) Biét P(B) = 0,5 va P(A\UB) =0,7. Tinh xé4c suét cua bién cd A.
Bai 4: Lan gieo mot dong xu khéng can ddi 3 lan doc lap véi nhau. Biét xac suat xuat hién
mét sap trong mdi lan gieo déu bang 0,4. Sir dung so d6 hinh cay, tinh xac suat caa bién cb
“Cé dtng 1 1an gieo dugc mat sip trong 3 lan gieo”.
Bai 5: Mot hop chaa 50 tim thé ciing loai dugce danh s lan luot tir 1 dén 50. LAy ra ngau
nhién dong thoi 2 thé tir hop. Tinh xac suét cua cac bién co:
a) A: “ Tong céc s6 ghi trén 2 thé l1ay ra 1a s6 chan”;
b) B: “Tich cac sb ghi trén 2 thé 14y ra chia hét cho 4”.
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[IBAI TAP CUOI CHUONG IX
Bai 1: Cho A va B 1a hai bién c6 thoa man P(A) = 0,5; P(B) = 0,7 va P(AUB) =0,8.
a) Tinh xac suét cua cac bién c6 AB, AB va AB.
b) Hai bién cd A va B c¢6 doc lap hay khdng?
Bai 2: Vé tinh A lan luot truyén mot tin dén vé tinh B cho dén khi vé tinh B phan héi 1a da
nhan dugc. Biét kha ning vé tinh B phan hdi di nhan dugc tin & mdi lan A gui 1a doc lap
vé6i nhau va xé&c suat phan hdi mdi lan déu 13 0,4. Str dung so do hinh cay, tinh xac suat vé
tinh A phai giri tin knéng qué 3 lan.
Bai 3: Gieo 2 con xuc xéc can ddi va dong chat. Tinh xé4c suat cua bién ¢ “Tich sé cham
xuat hién trén hai con xuc xac chia hét cho 6”.
Bai 4: Mot hop cd 5 qua bdng xanh, 6 qua bong do va 4 qua bong vang ¢ kich thudc va
khéi luong nhur nhau. Chon ra ngau nhién tir hop 4 qua bong. Tinh xac suat caa cac bién cé:
A: “Ca 4 qua bong lay ra c6 cung mau”;
B: “Trong 4 bong 13y ra c6 di 3 mau”.
Bai 5: Cuong, Trong va 6 ban nir xép ngau nhién thanh mot hang ngang dé chup anh. Tinh
X4&c suat cua bién ¢ “C6 it nhat mot trong hai ban Cuodng va Trong ding ¢ dau hang”.
Bai 6: Chon ngau nhién 3 trong sé 24 dinh cia mot da giac déu 24 canh. Tinh xéc sut caa
bién cb “3 dinh dwoc chon 1a 3 dinh cia mot tam giac can hoac mot tam giac vudng”.
Bai 7: Chon ngiu nhién mét sb tir tap hop céc sé tu nhién ¢6 3 chit s6. Tinh xa suat cua cac
bién cé:
A: “Sb dugc chon chia hét cho 2 hodc 77;

B: “Sb duoc chon c6 tong céc chir s6 1a s6 chin”
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