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CHƯ NG I  HÀM SỐ LƯ NG GI C VÀ PHƯ NG TRÌNH LƯ NG GI C 

Mục tiêu: 

Sau khi nghiên cứu xong chương này, sinh viên có thể: 

- Biểu  i n được c c góc  ượng gi c trên đư ng tr n  ượng gi c và t nh được c c gi  tr  

 ượng gi c c   ch ng. 

-      ng được c c h  thức cơ   n gi   c c gi  tr   ượng gi c, c ng thức c ng, c ng 

thức nh n đ i, c ng thức  i n đ i t ch thành t ng và c ng thức  i n đ i t ng thành t ch 

để gi i c c  ài to n  ượng gi c. 

-  i i quy t được   t s  v n đ  th c ti n g n v i gi  tr   ượng gi c c   góc  ượng gi c 

và c c ph p  i n đ i  ượng gi c 

      - Nh n  i t được hà  s  ch n, hà  s    , hà  s  tu n hoàn và c c đ c trưng c   đ  th  

c   ch ng. 

     -    được đ  th  hà  s  y= sinx, y = cosx, y =tanx, y= cotx và gi i th ch được c c t nh 

ch t cơ   n c   ch ng  

    -  i i quy t được   t s  v n đ  th c ti n g n v i hà  s   ượng gi c  

 ÀI 1.  G C LƯ NG GI C 

1. G c    ng giác 

1.1.  hái niệ  g c    ng giác 

 

Cho hai tia Oa, Ob. 

 N           O                 O                                   

                  O                       O                 O           g c 

   ng giác            O            O   K        O   O    

 K       O                                                   O   O   

                S   O   O      . 

Quy   c  C                                                             

                                               

 

            

 Ch   : V           O     O                                            O              

Ob  T           O   O                                      

V   ụ  :                                        O   O                                                       
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                                                           Gi i 

 S                         O   O                         090 . 

 S                         O   O                         0 0 090 360 450  . 

 S                         O   O                         0 0 090 2.360 810  . 

 S                         O   O                         0 03
.( 360 ) 270

4
   . 

Nh n   t: S                                            O              O           

                           0360                                 

                   0Oa,Ob k.360 ,k     

V   ụ  : Cho 0MON 60                                                                   

                                                               OM, ON). 

                
1.2. Hệ th c Ch s  s  S -  ) 

V          O   O     O                 

   

  

Nh n   t: T          S  –              

 V                O   O   O         

 S  O   O     S  O   O   – S  O   O   +  0360 , k  

V   ụ  : C                       O   O            0270                        

 (Ox, Ov) = 0135   T                                  O   O    

                                             G    

S                                    O            O    : 

S  O   O     S  O   O   – S  O   O   + 0360 , k  

                    = 0 0 0135 ( 270 ) k360     

                    = 0 0 0 0405 k360 45 (k 1)360      

                    = 0 045 m360 ,m k 1,m     

 

(Oa, Ob) + (Ob, Oc) = (Oa, Oc) + k 0360 , k  
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2. Đ n v  r  i n 

 T                        R                                                    R 

                                                      –   –                rad) 

                                      
 C                                                                     

0

0

.a
a

180


  rad;       

0
180.

rad
 

   
 

 

V   ụ 4:                                                         : 

  a) 045 ;               b) 
3


 ;                 c) 0150  ;               d) 

5

4


 

                                    G    

a) 
0

0

0

.45
45 rad rad

180 4

 
  ;     b) 

0

0

180.
3 60

3

 
 

  
 

 

 

 Ch     - K                                                                         

    V      
3


               

3


; 

                       -V                                                         O   O       

                                    (Oa,Ob) k2 ,k      

2. Đ  ng tr n    ng giác 

 Đ  ng tr n    ng giác                                                            

                       A                                    

                                                          

 Đi   trên đ  ng tr n    ng giác  i u  i n g c    ng giác c  s  đo            

                M                                    S  O   OM    . 
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                                           ÀI T P  

Bài 1.                                          : 

a) 038                             b) 0115                  c) 

0
3 

 
 

 

Bài 2.                                        

a) 
12


                            b) 5                  c) 

13

9


 

Bài 3. B                                                            

a) 
17

3

 
                            b) 

13

4


                 c) 

0765  

Bài 4. G              
31

7


                                                           

                        

\           
31 10 25

; ;
7 7 7

   
 

Bài 5. V                                                     OA  OM      OA  ON        

           

                                                                                                               
 ài  : T                                                               V              

                                     O   ON   
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 ÀI 2. GI  TR  LƯ NG GI C C A MỘT G C LƯ NG GI C 

1. Giá tr     ng giác c   g c    ng giác 

Đ nh nghĩ   T                               M                                           

   K       

 T       My      M        sin                 sin ; 

 H        Mx      M        côsin                     ; 

 N   Mx 0           M

M

y sin

x cos





        tang                     ; 

 N   My 0           M

M

x cos

y sin





        côtang                     ; 

C           sin ,cos , tan ,cot          c c gi  tr   ượng gi c c   góc  . 

                                            

Ch   : 

a) T             trục c sin               trục sin; 

T    A                A                                       trục t ng; 

T    B                B                                          trục c t ng; 

      

b) sin , cos                    ; 

tan               k ,k
2


     ; 

cot               k ,k ;     

c) V                                      

sin( k2 ) sin ; tan( k ) tan ;

cos( k2 ) cos ; cot( k ) cot ;

         

         
 

d) B                                                     0
2


   (hay 0 00 90    ) 
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          

 

 

 

 

G             

     

     0 

 

 

  ( 00 ) 

     
6


 

 

   ( 030 ) 

      
4


 

 

( 045 ) 

    
3


 

 

( 060 ) 

    
2


 

 
090  

sin  0 1

2
 2

2
 

3

2
 

1 

cos  1 3

2
 

2

2
 

1

2
 

0 

tan  0 1

3
 

1 3   

cot   3  1 1

3
 

0 

V   ụ 1 : T    
2

sin
3

  
 
 

     0tan 495 . 

                           Gi i 

V                        
2

3

 
       

2

3


                                              

                                                            D     : 

2 2 3
sin sin

3 3 2

     
    

   
 ; 

V  0 0 0495 45 3.180    nên  0 0tan 495 tan( 45 ) 1     

 2.T nh giá tr     ng giác c     t g c   ng  áy t nh c   t y 

B                                                                                       

T                                              : 
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Ví  ụ  : S                                0cos75     
19

tan
6

  
 
 

 

 3. Hệ th c c    n gi   các giá tr     ng giác c     t g c    ng giác 

 

 V   ụ  :  Cho 
3

cos
4

        0
2


     T                                            . 

                                                                             Gi i 

T      2 2 2 2 7
sin cos 1 sin 1 cos

16
           

7
sin (n)

4

7
sin (l)

4

 
 




 


 V  0
2


    nên sin 0     

D      
sin 7

tan
cos 3

 
  


      

1 3 7
cot

tan 7


  


           

                                                                        
4. Giá tr     ng giác c   các g c    ng giác c   iên qu n đ c  iệt      

 Hai g c đ i nh u:        

C                                                       O              
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 Hai g c h n     nh u  :        

C                                                                  O             

                                          

 H i g c  ù nh u:         

C                                                             O              

                                            

 H i g c phụ nh u      
2


  

C                                   
2


                                              

 O              

                     

V   ụ 4: 

    B         0cos638                                             00      045 . 

    B         
19

cot
5


                                                  

4


. 
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                                         Gi i 

 

a) 0 0 0 0 0 0 0 0cos638 cos( 82 2.360 ) cos( 82 ) cos82 cos(90 8 ) sin8         . 

b) 
19

cot cot 2.2 cot cot
5 5 5 5

      
        

   
 

 ÀI T P 

 

Bài 1. C                                                

       a/ 
3

sin
5

        
4

cos
5


                                        b/ 

1
sin

3
        

1
cot

2
                                         

       c/  tan 3        
1

cot
3

                                                                           

Bài 2. Cho  
5

cos
13


    T    

15
sin cos(13 )

2

  
      

 
. 

Bài 3. T                                           

      a/ 
5

sin
13

        ;
2


                      b/

2
cos

5
        0 00 90 ;       

      c/ tan 3      
3

;
2


                    d/ 

1
co t

2


      0 0270 360 ;    

Bài 4. B                                                                              
4


      

   00      045           

      a/
31

cos
6


                   b/

129
sin

4


              c/ 0tan1020                  

Bài 5. C                                        

a/ 4 4 2sin cos 1 2cos             b/
1

tan cot
sin cos

   
 

 

Bài 6.R                     sau: 

  

  a/ 
1 1

;
tan 1 cot 1


   

       b/cos sin( )
2

 
      

 
 

  c/ sin cos( 6 ) tan( )cot(3 )
2

 
             
 

 

 

 

 

BÀI 3. C C C NG TH C LƯ NG GI C 
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 1.C ng th c c ng 

 

V   ụ  : T                sin
12


    tan

12


. 

                                             Gi i 

3 2 2 1 6 2
sin sin sin cos sin cos . .

12 3 4 3 4 4 3 2 2 2 2 4

        
       

 
; 

tan tan
3 1 1 33 4tan tan

12 3 4 21 31 tan tan
3 4

 


     
          

 

2. C ng th c g c nh n đ i 

C                                             2                                            

       c ng th c g c nh n đ i. 

   

V   ụ 2: T    cos
8


    tan

8


 

                              Gi i 

                            2cos2 2cos 1             

2

21 cos 2. 1 cos 1
2 28 4 2cos

8 2 2 2 4

           ; 

V  0
8 2

 
   nên cos 0

8


   D     

2 2
cos

8 2

 
 . 

L       2 2

2 2

1 1 1
1 tan tan 1 1 3 2 2

cos cos 2 2

4

          
  

 

V  0
8 2

 
   nên tan 0

8


   D      tan 3 2 2 2 1

8


    . 

 ÀI T P 

 



                                                                                              

Tổ Toán Trang 14 

 

Bài 1. K                                                                     

   a/
5

12


                            b/ 0555  

Bài 2. T    sin
6

 
  
 

, cos
4

 
  

 
      

5
sin

13


      

3

2


    . 

 ài    T                                   2 ,       

  a/
3

sin
3

      0
2


   ;      b/ 

3
sin

2 4


     2     . 

 ài 4  R                          

  a/ 2 sin cos ;
4

 
    
 

        b/  
2

cos sin sin 2 ;      

 ài    T                                            

  a/ 
2

cos2
5

      0
2


   ;     b/ 

4
sin2

9


     

3

2 4

 
   . 

 ài    C                              ABC           A     B   C + S  C   B  

 ài    C            ABC           B                             AB      BC     V       

D                          CB          0CAD 30   T       BAD,                        

CD.                        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ÀI 4. HÀM SỐ LƯ NG GI C VÀ ĐỒ TH  
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1. Hà  s     ng giác 

  
2. Hà  s  ch n  hà  s      hà  s  tu n hoàn 

 Hà  s  ch n  hà  s     

  

Ch   :                                                                                    

                             

V   ụ  :                                                                

                                             Gi i 

   H                                  V       x         x          -x) = cosx.  

D                                    

   H                                  \ k k
2

 
   

 
.  

V       x k (k )
2


             x k (k )

2


                      

  x k (k )
2


     hay x \ k k

2

 
     

 
 

M             -     -      D                                   

 Hà  s  tu n hoàn 

  

V   ụ                                                               

                                                          Gi i 

T      sin x sin(x 2 ), x    
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ta n(x ) tan x, x k ,k
2


       

 

D                                                                 

Ch   : a) C                                                            

2
 

               C                                                           


 3. Đ  th  c   các hà  s     ng giác 

 Hà  s  y  sin  

  

             

 Hà  s  y  cos  

 

 

 Hà  s  y  t n  



Tổ Toán – Khoa Khoa học cơ bản Trang 17 

 

 

                              

 Hà  s  y  cot  

 

                                  
                                                                 BÀI T P 

 ài    C                                                          

a) 2y 5sin x 1  ;            b) y cos x sin x  ;            c) y =tan2x 

 ài    T                                    

 a) 
1

y
cos x

 ;                      b) y tan x
4

 
  

 
;                   c) 

2

1
y

2 sin x



 

 ài    T                          y 2cos x 1  . 

 ài 4  D                     y sin x                        x [ ; ]             
1

sin x
2

 . 

 ài  :  K                                                              M               

                Ox,OM               xv 0,3sin m / s     H         
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a) T                                            xv ; 

b) D                                                                     0 2     

                                 xv        

                                                        

                                        ÀI    PHƯ NG TRÌNH LƯ NG GI C C    N 

 

   Ph  ng tr nh t  ng đ  ng 

H                            t  ng đ  ng    )                             . 

V   ụ    P            2x 4 0                                             

a) 22x 8 ;                b) 
2 1 1

x 4
x 2 x 2

  
 

 

                            Gi i 

a) H               2x 4 0      22x 8                    { 2;2}                       

                 

b) T      x 2                                 2x 4 0                            

             
2 1 1

x 4
x 2 x 2

  
 

  D                                            

          

 Ch                                                                                    

                          M                                             

+ C                                                                                
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+ N                                                                                

                                                                              

   Ph  ng tr nh sin      

     

 

 Ch   :  

   M                           

       sin x 1 x k2 , k ;
2


       

      sin x 1 x k2 ,k ;
2


         

      sin x 0 x k ,k ;      

b) 
u v k2

sin u sin v ,k
u v k2

  
  

   
 

c) 
0 0

0

0 0 0

x a k360
sin x sin a ,k

x 180 a k360

  
  

  
 

V   ụ  : G                          

a) 
3

sin x
2

 ;      b) 
3

sin x
2


 ;                    c) 0 0sin(x 30 ) sin(x 60 )   . 

                                     Gi i 

a) 
3

sin x sin x sin
2 3

 
    

 
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x k2
3

, k
2

x k2
3


  

 
   



 

   V  
3

1
2

    nên              
3

sin x
2


             

c) 
 

0 0 0

0 0

0 0 0 0

x 30 x 60 k360
sin(x 30 ) sin(x 60 )

x 30 180 x 60 k360

    
    

    

 

                                                0 0x 45 k180 ,k     

   Ph  ng tr nh cos     

 

 Ch   : 

   M                           

      cos x 1 x k2 ,k ;      

      cos x 1 x k2 ,k ;       

      cos x 0 x k , k ;
2


       

b) 
u v k2

cos u cos v ,k
u v k2

  
  

   
 

c) 
0 0

0

0 0

x a k360
cos x cosa ,k

x a k360

  
  

  
 

V   ụ  : G                          

a) cos x 3  ;      b) 0cos x cos15 ;                    c) 
3

cos x cos
12 12

  
  

 
. 

                                             Gi i 

   V  3 1                     cos x 3              
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b) 
0 0

0

0 0

x 15 k360
cos x cos15 ,k

x 15 k360

  
  

  
. 

c) 

3
x k2

3 12 12
cos x cos

312 12
x k2

12 12

 
     

    
        



 

                                       

x k2
6

, k

x k2
3


  

 
    



 

4  Ph  ng tr nh t n     

    

                                           

 Ch   : 0 0 0tan x tan a x a k180 ,k      

V   ụ 4: G                          

 a) tan x 3;                  b) tan 2x tan ;
11


  

                                           Gi i 

 a) tan x 3 tan x tan
3


    

                      x k ,k
3


     . 

V                             x k , k
3


    . 

 b) tan 2x tan 2x k ,k
11 11

 
       
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                              x k , k
22 2

 
     

V                             x k , k
22 2

 
   . 

   Ph  ng tr nh cot      

  

 Ch   : 0 0 0co t x cot a x a k180 ,k      

V   ụ    G                          

  a) 
3

cot x ;
3


                                    b) cot 3x cot ;

7


  

                                     Gi i 

a) 
3 2

cot x cot x cot
3 3

 
    

                       
2

x k , k
3


     . 

V                             
2

x k , k
3


    . 

 b) cot 3x cot 3x k ,k
7 7

 
       

                              x k ,k
21 3

 
     
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V                             x k ,k
21 3

 
    

                                                          ÀI T P 

 ài  : G                                     

a) 
1

sin 2x ;
2

                     b) 
2

sin x sin ;
7 7

  
  

 
          c) sin 4x cos x 0;

6

 
   

 
 

 ài  : G                                     

a) 
3

cos x ;
3 2

 
  

 
         b) 

5
cos 4x cos ;

12


                  c) 2cos x 1;  

 ài  : G                                     

a) 0tan x tan55 ;                       b) tan 2x 0;
4

 
  

 
              

 ài 4: G                              c sau: 

a) 
1

cot x 1;
2 4

 
   

 
                      b) 

3
cot 3x ;

3


         

 ài  : T                                           y cos x      y sin x  giao nhau? 

B      T                                                           O                       

                        A                                    O  T                 A      

     O                                                                       

s 10sin 10t
2

 
  

 
  V                         s 5 3   cm? 
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 ÀI T P CUỐI CHƯ NG I 

 ài  : Cho 
1

cos
3

      0
2


     T      

a) sin ;             b) sin 2 ;               c) cos ;
3

 
  
 

 

 ài    C                                

a) 2 2sin( )sin( ) sin sin     ; 

b) 4 4cos cos cos 2
2

 
      

 
. 

 ài    N                                      sin x sin 2x 0
6

 
   

 
               

 ài 4  G                          

a) sin 2x cos3x 0;        

b) 
2

sin x cos x
4

                

c) sin x sin 2x 0.   

 ài  : V                                                                                   

v 3sin 1,5t
3

 
   

 
 (Theo https://www.britannica.com/science/simple-harmonic-motion). 

                                    

   V                                     

   V                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://www.britannica.com/science/simple-harmonic-motion
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CHƯ NG II  D   SỐ- C P SỐ CỘNG- C P SỐ NH N 

Mục tiêu: 

  u khi nghiên cứu xong chương này, sinh viên có thể: 

-Nh n  i t được kh i ni  , c c t nh ch t cơ   n và c ch x c đ nh   y s   

-Nh n  i t được c p s  c ng và c p s  nh n   i i th ch được c ng thức x c đ nh s  

h ng t ng qu t c   c p s  c ng và c p s  nh n  

-   nh được t ng c   n s  h ng đ u tiên c   c p s  c ng và c p s  nh n  

     -  i i quy t được   t s  v n đ  th c ti n g n v i   y s   

 

 ÀI    D   SỐ 

  D y s   à g   

T                                                                                            

                                   

 

 Ch    : 

a) 1u u(1)         s  hạng đ u, nu u(n)         s  hạng th  n ( hay s  hạng t ng quát) 

            

b) N  nu C                    u(n)                      

V   ụ    C          v:{1;2;3;4;5}  

                                n v(n) 2n  

T                                  

                                                     Gi i 

H                                                                      

T      v(1) 2;v(2) 4;v(3) 6;v(4) 8;v(5) 10.      

 
V   ụ  : C                                                      

   V                                              

b) T                                                

                                           Gi i 
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a) D                                        2 2 2 2 2.1 ; .2 ; .3 ; .4 ; .5      

   S           
1u ;               5u 25 ;   

   Cách  ác đ nh   y s  

 

V   ụ    C           nu       n

n 1
u ;

3n 1





 

   T                     ên; 

   T    20u     99u . 

                                                 Gi i 

a) B                       1 2 3 4

1 1 3
u 0;u ;u ;u

7 5 13
    ; 

   T      20

20 1 19
u

3.20 1 61


 


; 99

99 1 49
u

3.99 1 149


 


. 

   D y s  t ng    y s  gi   

 

V   ụ  :                                         

a)  na     n

1
a ;

n
              b)  nb     

2

nb n ;            c)  nc      
n

nc 2 ;   

                                    G    

   T      n 1 n

1 1
a a , n .

n 1 n



     


 V    na               . 

   T       
2 2

n 1 nb n 1 n b , n .        V    nb                 
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   T      1 2 3c 2;c 4;c 8,     suy ra 1 2 2 3c c ;c c    V    nc                            

                      

V   ụ                                            

a)  na     n

n
a ;

n 1



             b)  nb     2

nb n n ;   

                                               Gi i 

   T                                              

2

n 1

2 2

n

n 1
a (n 1)(n 1) n 2n 1 1n 2 1 1, n

na n(n 2) n 2n n 2n

n 1





          
  



 

Suy ra n 1 na a , n .     V    na                 

b) 2 2 2 2

n 1 nb b n 1 (n 1) (n n ) n n n n 2n 0, n 


                    

Suy ra n 1 nb b , n .     V    nb                 

4  D y s     ch n                                       

 

V   ụ  :                                      

a)  na     na cos ;
n


              b)  nb     n

n
b .

n 1



 

                                                     Gi i 

a) V  cos 1
n


    nên n1 a 1, n      . 

D             na                               S              na           
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b) n

n n 1 1 1
b 1

n 1 n 1 n 1

 
   

  
  V  n  nên

n
0

n 1



 hay nb 0 . 

Suy ra n0 b 1.   D             nb                               S              nb     

    . 

 

 

 

 

                 ÀI T P 

 

 ài  : T   2 3u , u                                         nu              

              

1

n

n 1

n

u 1

.u
u (n 1)

1 u






  

 

 ài    C          nu     
n

1 1 1
u ...

1.2 2.3 n.(n 1)
   


  T   1 2 3u ,u ,u                  

                       nu . 

 ài  :                                 ny     ny n 1 n   . 

 ài 4                                       

a)  na     
2

n

n n
a sin cos ;

3 4

 
                          b)  nu     n

6n 4
u .

n 2





 

 ài    C           nu     n

2n 1
u .

n 1





 C                  nu                            

 ài    C           nu     n

na 2
u .

n 1





 T                     

a)   nu                               b)  nu                 
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 ÀI    C P SỐ CỘNG 

 

1. Cấp s  c ng 

 

V   ụ  : T                                     

a) 5;10;15;20;25;30.          b) 1;2;4;8           c) 7; 7; 7 ;7 ;7. 

                                            Gi i 

   D                                                         

   D      1;2;4;8    2 1 3 2u u u u                                   

   D                                                         

V   ụ    C                                  T                            5u  . 

                                                      Gi i 

C                                 1u 3; công sai d =3. 

Ta c  4u 12  nên 5 4u u d 12 3 15     . 

V   ụ  : C                                                                              

                    

   D       nu      nu 2n 1             D       nv      nv 3n 5   ;        

                                         Gi i 

a) T      1 n 1 nu 2.1 1 3;u 2(n 1) 1 (2n 1) 2 u 2, n 

             . 

V           nu                                1u 3                   

   T      1 n 1 nv 3.1 5 2; v 3(n 1) 5 ( 3n 5) 3 v ( 3), n 

                 . 

V           nv                                1v 2                -3. 

V   ụ 4  C                                                    T                   

         Gi i 
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G                                             -    -   D     
a c

b
2


 . 

 

   S  hạng t ng quát c   cấp s  c ng 

Đ nh      

 

V   ụ  : T                                               

   C            nu    1u 5       -5; 

b) C            nv    1u 2    10u 20 ; 

                                      Gi i 

a)T     n 1u u (n 1)d 5 (n 1).( 5) 5n 10          . 

V                                        nu 5n 10   . 

   T      1u 2 , 10 1u u 9d 20 2 9d 20 d 2         

n 1u u (n 1)d 2 (n 1).2 2n        

V                                        nu 2n . 

   T ng c   n s  hạng đ u tiên c   cấp s  c ng 

Đ nh      

 

V   ụ  :  

a) T                                       
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   C                nu    4 6u u 20.  T                                                

   C               nv    3S 3      5S 15.   T    50S . 

                                                  Gi i 

a) T                                                            1 100u 1,u 100  . 

Suy ra 100

100(1 100)
S 50.101 5050.

2


    

b)    4 6 1 1 1u u u 3d u 5d 2u 8d 20.        Suy ra 1

9

9(2u 8d) 9.20
S 90.

2 2


    

   T      1

3 1

3(2v 2d)
S 3 v d 1(1)

2


        

                1

5 1

5(2v 4d)
S 15 v 2d 3(2)

2


        

T                                    
1 1

1

v d 1 v 1

v 2d 3 d 2

    
 

    
 

V   
 

1

50

50. 2.1 49.( 2)50(2v 49d)
S 2400.

2 2

 
     

                                          ÀI T P 

 ài  : C                                                -3; -7;-11;-15. 

 ài  : Cho  nu                                1u 4                 -    V                 

               nu .  

 ài    C             g  nu                1u 3                    

   T   12u ;                S                                                   

 ài 4  T                                                    T                           

        

a) nu 3 4n;                b) n

n
u 4;

2
                   c) 

n

nu 5 ;      d) n

9 5n
u ;

3


  

 ài  : T                                           nu         

a) 
3 1

2 5

u u 20
;

u u 54

 


 
            b) 

2 3

2 5

u u 0
;

u u 80

 


 
        c) 

5 2

8 3

u u 3
;

u .u 24

 



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 ài    M                                                                            

       B                                                                     )             

45cm, 43cm,41cm, ... , 31cm. 

   C                              

   T                                                                                     

                                     

                                                              

 ài  : K                                                                              

                                                                                               

                                                                       

   T                                   

   T                                                                              
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CHƯ NG III  GI I H N – HÀM SỐ LI N T C 

Mục tiêu: 

  u khi nghiên cứu xong chương này, sinh viên có thể: 

-Nh n  i t được kh i ni   gi i h n c     y s , v n   ng được c c gi i h n cơ   n và 

c c ph p to n gi i h n để t   gi i h n   t s    y s  đơn gi n. 

-   nh được t ng c     t c p s  nh n   i v  h n và v n   ng vào gi i quy t nh ng v n 

đ  trong to n h c và cu c s ng. 

-Nh n  i t kh i ni   gi i h n h u h n, gi i h n   t ph   c   hà  s  t i   t điể , t i 

v  c c, gi i h n v  c c t i   t điể  th ng qu  x t   t s  gi i h n cơ   n  t nh gi i 

h n c   hà  s    ng c ch   ng nh ng gi i h n cơ   n và c c ph p to n trên gi i h n 

hà  s   gi i quy t được   t s  v n đ  th c ti n g n v i gi i h n hà  s . 

      - Nh n   ng được hà  s   iên t c t i   t điể , ho c trên   t kho ng, ho c trên   t 

đo n  nh n  i t được t nh  iên t c c     t t ng, hi u, t ch, thương c   h i hà  s   iên t c, 

t nh  iên t c c     t s  hà  s  sơ c p cơ   n. 

          

                                       ÀI    GI I H N C A D   SỐ. 
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T                                                           
1u 1              

1
q

4


  nên 

n
1 1 1 1 1 4
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14 16 64 4 5

1
4

 
         
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                                      ÀI    GI I H N C A HÀM SỐ 

 

   Gi i hạn h u hạn c   hà  s  tại   t đi   
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lim x x ,


                       

b)  
0 0x x x x

lim cf (x) c lim f (x),
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

                       

 k

x
lim x


                                  

 k

x
lim x


                                

   V                                              
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N   
0x x

lim f (x) L 0


      
0x x

lim g(x)


         
0x x

lim g(x)


         
0x x

lim f (x).g(x)


     

                                    

 

Q                              0x       0x        ,  ). 

V   ụ  : T                      

a) 
x 3

2x
lim ;

x 3 
                         b) 

x
lim (3x 1);


  

                             Gi i 

a) T     
x 3
lim 2x 2.3 6


  ; 

x 3

1
lim

x 3
 


.  

D      
x 3 x 3

2x 1
lim lim 2x. 6. .

x 3 x 3  

 
       

 

   T      
1

3x 1 x 3
x

 
   

 
Suy ra 

x x x x

1 1
lim (3x 1) lim x 3 lim x. lim 3 .

x x   

   
         

   
 

                                                 ÀI T P 

 ài  : T                     

a)  2

x 2
lim x 7x 4 ;


        b) 
2x 3

x 3
lim ;

x 9




          c) 

x 1

3 x 8
lim

x 1

 


. 

 ài  : C          
2x khi x 1

f (x)
x khi x 1

 
 


. 

T               
x 1 x 1
lim f (x), lim f (x)

  
    

x 1
lim f (x)


           

 ài    T                     

a) 
x

4x 3
lim ;

2x


        b) 

x

2
lim ;

3x 1 
     c) 

2

x

x 1
lim .

x 1




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Bài 4 T                     

a) 
x 1

1
lim ;

x 1 
                b)  2

x
lim 1 x ;


                     c) 
x 3

x
lim ;

3 x 
 

 ÀI    HÀM SỐ LI N T C 

 

  Hà  s   iên tục tại   t đi   

 

 Nh n   t:           y =f(                0x                           

   H                   0x      T       
0x x

lim f (x);


 3. 
0

0
x x
lim f (x) f (x )


 . 

 Ch   : Khi                                        0x                  gián đoạn tại đi    

0x     0x             đi   gián đoạn                     

V   ụ  :                             : 

a) 2f (x) x 2x 3             0x 2;    b) 
2x 2khi x 0

f (x)
2x khi x 0

  
 


          0x 0.  

                                              Gi i 

a) T      f (2) 3      2 2

x 2 x 2
limf (x) lim x 2x 3 2 2.2 3 3,
 

       suy ra 
x 2
lim f (x) f (2).


  

V                                   0x 2.  

   T      f (0) 2.0 0  ; 

 
x 0 x 0 x 0
lim f (x) lim 2x 2 lim x 2.0 0;

    
     

 2

x 0 x 0
lim f (x) lim x 2 0 2 2.

  
      

S                    
x 0
lim f (x).


 V                                          0x 0.  

   Hà  s   iên tục trên   t  ho ng  trên   t đoạn 



                                                                                              

Tổ Toán Trang 48 

 

 

V   ụ  :                              
2f (x) 1 x             -1;1]. 

                                         Gi i 

V        0x 1;1 ,         

0 0 0

2 2 2

0 0
x x x x x x
lim f (x) lim 1 x 1 lim x 1 x f (x )
  

       . 

D                                0x 1;1 .   

T          

2 2

x 1 x 1 x 1
lim f (x) lim 1 x 1 lim x 1 1 0 f ( 1),

    
          

2 2

x 1 x 1 x 1
lim f (x) lim 1 x 1 lim x 1 1 0 f (1).

    
         

V                                        -                

                                                                   

   T nh  iên tục c   hà  s  s  cấp 

 

 Nh n   t: H                                              hà  s  s  cấp. 

V   ụ  :                                       
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a) 3 2y 3x 4x 5x 2    ;        b) 
23x x 1

y
x 2

 



 

                                Gi i 

a) 3 2y 3x 4x 5x 2                                           . 

b) 
23x x 1

y
x 2

 



                                        ;2 2;                    

                 ;2     2; . 

4  T ng  hiệu  t ch  th  ng c   hà  s   iên tục 

 

V   ụ 4:                              
sin x

y
x 1




. 

                                 Gi i 

T                      :    D ; 1 1;        C                          +           

        0x .  D             
sin x

y
x 1




                       0x 1                         

       ; 1       1;  ). 

                                          ÀI T P 

 ài  :                               

a) 
2x 1 khi x 0

f (x)
1 x khi x 0

  
 

 
          x 0;      b) 

2x 2 khi x 1
f (x)

x khi x 1

  
 


          x 1.  

 ài    C          

2x 4
khi x 2

f (x) x 2

a khi x 2

 
 

 
  

. 

T                                      . 

 ài                                          

a) 
2

x
f (x) ;

x 4



                  b) 

2g(x) 9 x ;        c) h(x) cos x tan x.   
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 ài 4: C          f (x) 2x sin x,g(x) x 1    . 

                         y f (x).g(x)     
f (x)

y .
g(x)

  

 

 

 

 

 ÀI T P CUỐI CHƯ NG III 

 

 ài  : T                     

a) 
3n 1

lim ;
n


                 b) 

2n 2
lim ;

n


        c) 

2
lim ;

3n 1
           d) 

2

(n 1)(2n 2)
lim .

n

 
 

 ài  : T                    

a)  2

x 1
lim 3x x 2 ;


               b) 
2

x 4

x 16
lim ;

x 4




           c) 

x 2

3 x 7
lim ;

x 2

 


 

 ài  : T                     

a) 
x

x 2
lim ;

x 1

 


               b) 

2x

x 2
lim .

x


 

 ài 4:T                     

a) 
x 4

1
lim ;

x 4 
                  b) 

x 2

x
lim ;

2 x 
 

 ài                                  

x 4 khi x 0
f (x)

2cos x khi x 0

  
 


. 

 ài    C           

2x 25
khi x 5

f (x) x 5

a khi x 5

 


 
 

 

T                                     . 
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CHƯ NG IV  ĐƯỜNG THẲNG VÀ M T PHẲNG  

QUAN H  SONG SONG TRONG  H NG GIAN 

Mục tiêu: 

  u khi nghiên cứu xong chương này, sinh viên có thể: 

-   t  được c ch x c đ nh   t ph ng   c đ nh được gi o tuy n c   h i   t ph ng. 

Nh n  i t được h nh chóp, h nh tứ  i n  

-Nh n  i t và v n   ng được c c t nh ch t v  qu n h  song song gi   c c đư ng th ng 

và   t ph ng. Bi t s    ng đ nh     h   s trong kh ng gi n   i i th ch được t nh ch t 

cơ   n c   h nh   ng tr  và h nh h p 

-Nh n  i t được ph p chi u song song       ng được ph p chi u song song để    t  

  t s  h nh  nh trong th c ti n  

                            

 ÀI    ĐI M  ĐƯỜNG THẲNG VÀ M T PHẲNG TRONG  H NG GIAN 

 

1. M t ph ng trong  h ng gi n 

                                                        h nh h c kh ng gi n. 

M                                                                                     

           M                                               

T                                                                                     

                    H  L                                         

 

 Ch     M          P                          P        P   

 Đi   thu c   t ph ng 
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  i u  i n các h nh trong  h ng gi n  ên   t   t ph ng 

Q        

- H                                                                            

- G                                                                                     

            

- G                                                          

- B                                                                                        

                      

 

   Các t nh chất th   nh n c   h nh h c  h ng gi n 

T nh chất  : C                                                               c. 

  

                                      A  B                 AB  

V   ụ    C                     M  N  P                   C                           

                              

                                     Gi i 

Do qua ha                                                                              

     M  N  P                                    MN  NP    PM  

T nh chất    C                                                                      
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Ch     M                            A  B  C                                   ABC   

V   ụ    C                                           M  N         O                C  

                                   M  N  O  

                                    Gi i 

Do O                           M  N  O                   D                          

               M  N  O  

                                             

T nh chất    N                                                                          

                                    

                         

Ch   :                                    P                      d (P)      (P) d.  

V   ụ    C           A  B  C                              M                      BC  

G    P                              A  B  C  C             M (P) . 

                                         Gi i 

T    (P)                                       A  B  C  T             

L                               BC                      P   T             

V  M BC (gt)  suy ra M (P) . 

                                                              

T nh chất 4: T                                                   

Ch     N                                                                   đ ng ph ng, 
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                                                                 kh ng đ ng ph ng. 

V   ụ 4  C            A  B  C  D                                    C                

                                       

Gi i 

G   A  B, C, D                                                                      

         T                                            ABC    ABD    ACD    BCD . 

T nh chất  : N                                                                    

                                                                      

 

                                     

Ch     D                                     ( )     ( )             gi o tuy n     ( )  

   ( )          d ( ) ( )    . 

V   ụ    C            ABC             O                        ABC                 

                         OAB      ABC). 

                                        G    

T     A  B                                      OAB      ABC   S      AB               

                   OAB      ABC   

T nh chất    T                                                                     

V   ụ    C            A  B  C  D                                    

   G   O                   CD  G    'G                                    ACD    BCD  

C          'GG AB; 

   C        E      A          EG                              B  C  D     F  C          

         'B,G ,O,F              
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                                                    Gi i 

a) G    P                              O  A  B                                 

T                P          

 
OG 1

OA 3
   V  G                           ACD   

'OG 1

OB 3
   V   'G                           BCD   

Suy ra 
'OG OG

OA OB
                               'GG AB. 

b) G    Q                              B  C  D  C        'B,G ,O,F                       

                     P      Q   T                                                         

 P      Q   V    'B,G ,O,F              

   Cách  ác đ nh   t ph ng 

 

M                              A  B  C                              ABC       ABC . 

V   ụ    C           A  B  C                                                P   B       

            AB  AC  BC               P               M  N  E            B       M  N  E 

                     G           

Gi i 

G    Q                                    A  B  C  T     M AB     AB (Q), suy ra 

M (Q).  

M         M (P).  V   M (P) (Q).   
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T                    N (P) (Q)     E (P) (Q).   S              M  N  E               

                                                        P      Q   

                                   

 

M                           A                                 A             A         

(A, a). 

V   ụ  : V                             M  N                                           

                     

                                               Gi i 

V                          M                                                        

 M      N        N                  M                                             N   

     N              M                                                        N     

                          

 

M                                                                       

V   ụ    V                                                                            

         O                                        

Gi i 
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T                                                                                       

mp(a,b), mp(b,c), mp(c, a). 

                                        

4  H nh ch p và h nh t   iện 

H nh ch p 

 

T               1 2 nSA A ...A ,         

-      S    đ nh; 

- C            1 2 2 3 n 1SA A ,SA A ,...SA A     các   t  ên; 

-         1 2 nA A ...A       t đáy; 

- C              1 2 nSA ,SA ,...SA     các cạnh  ên; 

- C                    1 2 nA A ...A     các cạnh đáy. 

                                         

V   ụ   : C             S ABCD            G                                            

                  S ABCD  

                                     Gi i 

H         S ABCD     

- C            SAB  SBC  SCD  SDA   

- M       ABCD  
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-C             SA  SB  SC  SD  

- C             AB  BC  CD  DA. 

H nh t   iện 

C            A  B  C  D                   H                         ABC  ACD  ADB 

   BCD             h nh t   iện (hay t   iện   K       ABCD  

T                  ABCD                    

- C        A  B  C  D    các đ nh. 

- C              AB, AC, AD  BC  CD  BD    các cạnh              

- H                                      h i cạnh đ i  iện  

- C            ABC  ACD  ADB  BCD    các   t            . 

-                                         đ nh đ i  iện            

 

 

V   ụ   : G                                                  MNPQ          . 

                                         Gi i 

T       MNPQ     

- C        MNP  MPQ  MQN  NPQ                                       

- C                      MN    PQ  MP    NQ  MQ    NP  

Ch   :  

   H                                                       h nh 

t   iện đ u. 

   M                                                                                      

                                                   

V   ụ     C           SABC  G   M  N                                    AB    BC     

    MN                     AC  

   T                             MN               SAC   

b) T                                 SMN      SAC    SAN      SCM   

                                               Gi i 

   T        ABC                E     MN    AC  T     E AC E (SAC).    

V   E                           MN               SAC   
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   T     S    E                                      SMN      SAC          

(SMN) (SAC) SE.   

T        ABC                F     AN    MC  T     S    F                           

           SAN      SCM       ra (SAN) (SCM) SF.   

                                            

 ÀI T P 

 ài  : C             S ABCD      O                  AC    BD  L   M  N                

         SA  SC  

   C                      MN                   g (SAC). 

   C          O                                  SAC      SBD   

 ài  : C             S ABCD                           G   M                   SC  

   T             I                 AM               SBD   C          IA =2IM. 

   T             E                 SD               ABM   

   G   N                         AB  T                             MN              

(SBD). 

 ài    C             S ABCD                           G   O                  AC    

BD  M  N                            SB  SD  P            SC                            

SC. 

   T             E                 SO               MNP   

   T             Q                 SA               MNP   

   G   I  J  K                           QM    AB  QP    AC  QN    AD  C          I  J  

K             

 ài 4  C           ABCD  G   E  F  G                                  AB  AC  BD     

    EF     BC     I  I C ), EG     AD     H  H D ). 

   T                                 EFG      BCD    EFG      ACD   

   C                         CD  IG  HF                       
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 ài    C           SABC  G   H  K                                    SA  SC 

( H S,A;K S,C            H  K                     A   G   I                   BC  

   T                             HK               ABC   

   T                                 SAI      ABK    SAI      BCH). 

                                    

 

 

 

 

 ÀI    HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG 

 

   V  tr  t  ng đ i c   h i đ  ng th ng trong  h ng gi n 

Cho                                          K                                         

     

Tr  ng h p  : C                             K               và   đ ng ph ng  T        

                                                   

- N                                                               a b . 

- N                                     M              và   c t nh u t i  ,         

a b M.   

- N                                           và   song song v i nh u          a b.  

Tr  ng h p    K                                      K                               và 

  ch o nh u hay   ch o   
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Ch   : 

   H                      ch o nh u n u ch ng  h ng đ ng ph ng  

   C                                     C                                              

                     

V   ụ    C           ABCD    M  N                            AB  AC                   

                                     

   MN    BC                     AN    CD                   MN    CD  

                                   Gi i 

a) T                ABC   MN                                  ABC         MN BC.  

   T                ACD         AN     CD          C  

   G      MN    CD                 P                      NC            P           P  

          A  T                    AM            P           P            B  

S       P                               ABCD                  

V                   MN    CD                                              MN      

    CD  

   T nh chất c    n v  h i đ  ng th ng song song 

Đ nh     :  rong kh ng gi n, qu    t điể  n   ngoài   t đư ng th ng, có   t và ch    t 

đư ng th ng song song v i đư ng th ng đó. 

V   ụ    C           ABCD  T                ABC   V                 ACBE  G        

                                    A                  BC  C               E       

               

                                        Gi i 
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T     ACBE                           AE BC   D                                       

                       A                  BC         AE                        E      

         

                               

Đ nh     : N u      t ph ng đ i   t c t nh u th o    gi o tuy n ph n  i t th     gi o 

tuy n  y ho c đ ng quy ho c đ i   t song song  

                                  

 

V   ụ       T                          ABC    ABD                                     

T                                               

b) T                                ABCD    ABMN                              

       T                                                

                  

                                                       Gi i 

   T                    

           BAC BAD BA; BAC BCD BC; BCD BAD BD.       

B                                  B  V                                               
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 BAC      BAD ;  BAC      BCD ;  BCD     BAD . 

   T                    

           ABCD ABMN AB; ABCD CDNM CD; CDNM ABMN MN.       

Ta cos AB CD MN   V                                                   ABCD     

 ABMN    ABCD      CDNM    CDNM      ABMN   

Hệ qu : 

 

 

V   ụ 4  C             S ABCD                                                           

       SBC      SAD   

                                                       Gi i 

T      
S (SBC) (SAD)

BC AD

 



 

T                                          SBC      SAD                          S    

              BC    AD  

                                                         

Đ nh     : H                                                                            
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V   ụ  : 

 

                                                           Gi i 

   T      

 

 

 

P (BCD) IJ

P (ACD) MN
MN IJ CD

ACD (BCD) CD

IJ CD

  


  


  


 

            IJNM     MN IJ      IJNM                    

      IJNM                       MN  IJ  T     
1

IJ CD
2

     IJ                         

         BCD  nên 
1

MN CD
2

     MN CD    MN                                  

ACD  K       M                   AC  

                                                  ÀI T P 

 ài  : C             S ABC         M                           ABC            Q   M  

                               SA       SBC      N  T                                   

     N                                           SAC      CMN   

                                                                 

 ài    C             S ABCD        ABCD                    

   T                                 SCD      SAB   

   L            M           SA  M      S    A              BCM      SD     N  T       

CBMN             
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 ài    C             S ABCD                           G   I                   SD  H   

           IAC      SBC                           C   C               Cx SB . 

 ài 4 C             S ABCD                           AC    BD              O  G   I    

               SO  M          ICD      SA  SB              M  N  

   H                              M    N  C   AB      T    MN         

   T                CDMN       K                  CN    DM  C          

SK BC AD  

 ài    C                                                    T                          

                                            

     

 ÀI    ĐƯỜNG THẲNG VÀ M T PHẲNG SONG SONG 

 

 

   Đ  ng th ng song song v i   t ph ng 

C                               P   K                                                  

Tr  ng h p          P                                          H                        

                   P                       P           a (P) . 

Tr  ng h p          P                             A  H                      P      A     

     a (P) A  . 

Tr  ng h p          P                           H                                P      

     a (P) . 
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V   ụ    C   E    F                                 AB    AC             ABCD      

                                          BC, AD    EF                BCD   

                                       

   Đi u  iện đê   t đ  ng th ng song song v i   t   t ph ng 

Đ nh     : N u đư ng th ng   kh ng n   trong   t ph ng   ) song song v i   t đư ng 

th ng b nào đó n   trong     th    song song v i (P). 

                                

V   ụ    C             S ABC    ' ' 'A ,B ,C                            SA  SB  SC  T       

                                                               ABC   

                                               

   T nh chất c    n c   đ  ng th ng và   t ph ng song song 

Đ nh     : C                                          P   N              Q              

 P                                           
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V   ụ    C           ABCD    M  N                                    ACD    BCD 

 H         C                      MN                              CAB      DAB   

 

Hệ qu   :  ho đư ng th ng   song song v i   t ph ng      N u qu  điể    thu c     t  

v  đư ng th ng   song song v i   th    ph i n   trong    . 

                                                  

Hệ qu   : N u h i   t ph ng ph n  i t c ng song song v i   t đư ng th ng th  gi o tuy n 

c   ch ng  n u có  c ng song song v i đư ng th ng đó. 

                                                      

V   ụ 4  C             S ABC    M                   AB  G    P                    CB 

                 SA   Q                    CM                  SA  

   T                                 P      Q  ; 

   V                    B    b SA   C           b (P).       

                                                       Gi i 

a) T      
   

   

P Q C

P SA, Q SA

  



G               P      Q                          C    

a SA. 

   T      SA (P)     B        P                           B    b SA b (P).   
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 M t ph ng đi qu    t trong h i đ  ng th ng ch o nh u và song song v i đ  ng 

th ng c n  ại 

Đ nh     : N                                                                              

                 

                                                      

V   ụ  : C             S ABCD        ABCD                      M  N  E             

                              AB  CD  SA  H         C                

   MN                              SBC      SAD   

   SB    SC                          MNE   

                                                     

 ÀI T P 

 ài  : C             S ABCD      ABCD                      O                        

      C   M                   SC  

   C                      OM                              SAD      SBA   

   T                                 OMD      SAD   

 ài    C                      ABCD    ABEF                                     G   

O    'O                     ABCD    ABEF  

   C                      'OO                              CDEF    ADF      BCE ; 

   G   M    N                            AF    BE  C          MN (CDFE) ; 
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   T                                 OMN      ABCD   

 ài   C             S ABCD        ABCD                        AB  G   M          

         CD   P                   M               SA    BC  T                   P      

                      S ABCD  

 ài 4  M                                                                       P               

             H         

                                       

 ài    C           ABCD         M            AB  G                        M       

                         BC    AD  G   N  P  Q                                     ( )  

             AC  CD    DB  

   C          MNPQ                    

   T                        MNPQ               

 

 

 

 ÀI 4  HAI M T PHẲNG SONG SONG 

 

   H i   t ph ng song song 

Đ nh nghĩ : H                         song song                                  

chung. 

C                  P      Q                                          

Tr  ng h p     P      Q                                                          P     

 Q                      (P) (Q) . 
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Tr  ng h p     P      Q                                         P      Q                

                                        (P) (Q) d  . 

                                                                  

Tr  ng h p     P      Q                                           (P) (Q) ,         

 P      Q                               (P) (Q)   c (Q) (P) . 

                                                                      

V   ụ    C                     ABCD. ' ' ' 'A BC D  H         Q                              

                          

                                                      

                                                             Gi i 

C                                                    

 ABCD      ' ' ' 'A BC D ;  ' 'AA B B      ' 'DD C C ;  ' 'AA D D     ' 'BBC C  

   Đi u  iện đ  h i   t ph ng song song 

Đ nh     : N u   t ph ng     chứ  h i đư ng th ng  ,   c t nh u và h i đư ng th ng đó 

c ng song song v i   t ph ng     th      song song v i      

                                     

Ch   : N   A  B  C                     AB MN     AC MP      ABC   MNP .  
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V   ụ    C             S ABCD                      ABCD         AD    AD   BC  

G   M    N                            SA    AD  H         C                       

       BMN      SCD                      

                                                                                         

                                                                Gi i 

 

   T nh chất c   h i   t ph ng song song 

Đ nh     :  u    t điể  n   ngoài   t   t ph ng cho trư c có   t và ch    t   t ph ng 

song song v i   t ph ng đó. 

                                                                    

Đ nh     :  ho h i   t ph ng     và     song song v i nh u  N u     c t     th  c t     và 

h i gi o tuy n c   ch ng song song v i nh u  
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V   ụ    T                P                      ABCD  V                           

                                        P                              A  B  C  D  M       

      '(P )                                     ' ' ' 'A ,B ,C ,D .  

   C            ' '(AA ,BB )                  ' '(CC ,DD ) ; 

   C                  ' ' ' 'A BC D                    

   G   O    'O                                              ABCD    ' ' ' 'A BC D   C     

minh ' 'OO AA . 

                                                                                                                                            

 

4  Đinh    Th   s trong  h ng gi n 

Đ nh    4 Đ nh    Th   s): B    t ph ng đ i   t song song ch n trên h i c t tuy n   t k  

c c đo n th ng tương ứng t      
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V   ụ 4: C                 P    Q    R                     H                    'd        

          (P), (Q), (R)              A  B  C    ' ' 'A ,B ,C . Cho AB = 3, BC =7, ' 'A C 20   

T           ' ' ' 'A B ,BC . 

                                            Gi i 

 

   H nh   ng trụ và h nh h p 

H nh   ng trụ 

 

 

   

V   ụ  : 

   G                                     

   G                                                       
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                                                       Gi i 

   H                                ' ' 'ABC.A BC . 

    H                               ' ' ' 'ABCD.A BC D . 

    H                                ' ' ' ' 'ABCDE.A BC D E . 

   H                      ' ' 'ABC.A BC                   

 - H                          ABC ' ' 'A BC .  

 - S         ' ' 'A,B,C,A ,B ,C ;  

 - B                                 ' ' ' ' ' 'AA B B,BBC C,CC A A;  

 - B            ' ' 'AA ,BB ,CC ;  

H nh h p 

H nh h p                                            

                            

V   ụ    C            ' ' ' 'ABCD.A BC D   C          '(BD.A )     ' '(B D C)                  

song song.  

                           

                               Gi i 
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T      ' 'BB DD     ' 'BB DD , suy ra ' 'BB D D                          ' 'BD B D  

T                   ' 'A B D C . 

T     suy ra '(BD.A )  ' '(B D C) . 

                                        ÀI T P 

 ài  : C             S ABCD      ABCD                      O                      

            G   M  N                            SA  SD  

   C           (OMN) SBC . 

   G   E                   AB    F                   ON  C          EF               

(SBC). 

 ài  : C                  ABCD    ABEF                                  T        

           AC    BF                       M  N         AM   BN  C               

              AB       M  N              AD  AF     ' 'M , N . 

   C           (CBE) ADF . 

   C           ' '(DEF) MNN M . 

 ài    C            ' ' ' 'ABCD.A BC D   G   1 2G ,G                                         

'BAD     ' 'B D C   C          1G     2G            'AC                           

 ài 4                                                            ' ' ' ' ' 'ABCDEF.A BC D E F   

B                     1 1 1 1A D ,FC                                              1O   H         

                                      1 1 1 1A D , FC                                

   C        
'

1 1A A 6AA     'AA 70cm. T  h 1CC     
'

1C C . 
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 ÀI    PH P CHI U SONG SONG 

 

 

   hái niệ  ph p chi u song song 

T                                P                        P   V            M       

                                      M                                                

     P      'M   P                           M                           'M  trong (P) 

            ph p chi u song song  ên   t ph ng  P) th o ph  ng  . 

                                                                      

M          P                t ph ng chi u                              ph  ng chi u  

Đi   
'M                      M                                

V   ụ    T                                                                           

             

                                                   

V   ụ  : T                    ABEF DCGH                                           
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   Các t nh chất c    n c   ph p chi u song song 

T nh chất  : 

H                                                            H                        

                                  H                                            

  

T nh chất  :  

H                                                                                    

            

T nh chất  : 

- P                                                                                  

                            

- P                                                                                    

                                       

V   ụ       T                                       AC      AB                AD       

      ; 

   Q                                    
' '

' '

AB A B
,

CD C D
; 

   Q                                    
' '

' ' '

DA D A
,

DB D B
; 
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                                                      Gi i 

a) T                                                 AC      AB                AD     

                   ' 'A C , tia ' 'A B                 ' 'A D . 

   D                                                                                       

                                               
' '

' '

AB A B

CD C D
 ; 

   D                                                                                       

                                               
' '

' ' '

DA D A

DB D B
 ; 

   H nh  i u  i n c     t h nh  h ng gian 

H nh  i u  i n              H                                              H          

                                                                              

V   ụ 4: Q                                         :  

              AB                            ABC                                     C      O  

                      

                                                         Gi i 

    H                            AB               
' 'A B      ' 'A ,B                      A  B  

   H                           ABC             ' ' 'A BC      ' ' "A ,B ,C             A  B  C  

   H                              C           E          'O             O  

V   ụ  : V                                                                                  

   H                                L                                                   T        

                                                                Gi i 

a) H                                                 
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   H                                                                                       

                                                     H                                  

           

   H                                            

                                 

                                                      ÀI T P 

 ài  : V                                     . 

 ài    V                                                                  

 ài    C            A  B                                                 G      

            AB                 O  G   ' 'A ,B                                       A  B 

trên                                    B       ' 'O,A ,B                       V       

C               

a) ' 'A B AB;                                                 b) ' 'A B 2AB;  

 ài 4: V                      

   H                                     

   H                                     

   H         
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 ÀI T P CUỐI CHƯ NG IV 

 

 ài  : C           ' ' ' 'ABCD.A BC D   G   M  N                            ' 'AB,A B     O    

                                      ' 'CC D D   T                             OMN  

                          

 ài    C             S ABCD     ABCD                               SAD      M    

               AB                     M      (SAD)      CD  SC  SB              N  

P, Q. 

   C               MNPQ                    

       AM                     MNPQ              

 ài    C                 ABCD    ABEF                                    L       

     M  N                               AC    BF         MC    MA  NF   NB  Q   

M  N                                  AB, c            AD  AF              1 1M , N . 

C                

a) MN DE;  

b) 1 1M N (DEF)  

c)  1 1MNM N (DEF) . 
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CHƯ NG V  C C SỐ Đ C TRƯNG ĐO  U TH  TRUNG T M CHO M U SỐ 

LI U GH P NH M 

 

H                                      

- T                                                                                       

                                                 

- H                                                                                           

- R                                                         trên                     g 

                   . 

- N                                                                                 

                                            

 ÀI    SỐ TRUNG  ÌNH VÀ MỐT C A M U SỐ LI U GH P NH M 

 

   S   iệu gh p nh   

 

V   ụ  : C                                                             

    

T                                             

                                          Gi i 
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 M t s  quy t c gh p nh   c     u s   iệu: 

- S                             C                                                 

C                            L          R     L           R                               

      

- G                                       1 2u ;u              1u            G           

                         k k 1u ;u               k 1u             
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   S  trung   nh 

S                                                x                      

              1 1 2 2 k kn .c n .c ... n .c
x

n

  
  

         1 2 kn n n ... n     

 

 

Ý nghĩ  c   s  trung   nh c     u s   iệu gh p nh   

S                                                                                           

     N                                                      

   M t 

Nh   ch     t                                                       

G                        m m 1u ;u             t c     u s   iệu gh p nh  ,            

0M                             : 

                        
   

 m m 1

0 m m 1 m

m m 1 m m 1

n n
M u . u u

n n n n





 


  

  
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   D                                                                                    

     
2m                                            
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 ÀI T P 

 ài    A   V                                                                  

 

 

 ài  : N                                                                                   

                            K                                

 

 

 ài    M                                                                            

sau: 
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  ÀI    TRUNG V  VÀ T  PH N V  C A M U SỐ LI U GH P NH M 

 

   Trung v  

C ng th c  ác đ nh trung v  c     u s   iệu gh p nh   

 G              ; 

 G        m m 1u ;u                  

 mn                                    

 1 2 m 1C n n ... n .     

K                                         

                           e m m 1 m

M

n
C

2M u . u u
n





    

V   ụ    K                                                                         

 

 

V   ụ  : T                                                                                

              N                                                                             

 

                                                         Gi i 
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Ý nghĩ  c   trung v  c     u s   iệu gh p nh   

T                                                                                         

T                                                                                          

                              

   T  ph n v   

C ng th c  ác đ nh t  ph n v  c     u s   iệu gh p nh   

 

 

K       
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V   ụ  : T                                                                               

                    

 

H                                           

                                              Gi i 

 

 

V   ụ 4  M                                                                              
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 ÀI T P 

 ài    L                                                                                   
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 ài  : S                                                                           

 

 ài  : K                                                                                  

sau: 

 

 ài 4: C                                                    A    B                    

                      

                    

   H                                               A          B                       

          

   H                                                                               A    

                                    B  
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 ÀI T P CUỐI CHƯ NG V 

 ài    T                            T                                               

sau: 

 

 ài                                                                    A                     

                                                                               

 

 ài    T                                                                    V    T      

                                                         mm): 

 

                                                                   

   H                                              

 

   H                                                                                      

trên. 
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CHƯ NG VI  HÀM SỐ M  VÀ HÀM SỐ L GARIT 

 

 Mục tiêu: 

  u khi h c xong chương này, sinh viên có thể: 

-Nh n  i t ph p t nh   y th   v i s     th c, ph p t nh   g rit s    ng c c t nh ch t 

c   ph p t nh   y th  , ph p t nh   g rit trong t nh to n, r t g n  iểu thức  t nh gi  tr  

c    iểu thức chứ    y th  ,   g rit   ng   y t nh c   t y. 

-V n   ng ph p t nh   y th  , ph p t nh   g rit trong t nh to n,gi i quy t c c v n đ  

trong   n h c và trong th c ti n  

-Nh n  i t hà  s     và hà  s    g rit v  đ  th  và nh n  i t t nh ch t c   c c hà  s  

này  v n   ng vào gi i quy t c c v n đ  trong c c   n h c kh c và trong th c ti n  

-  i i phương tr nh,   t phương tr nh   ,  oog rit đơn gi n  v n   ng vào gi i quy t 

c c v n đ  trong c c   n h c kh c và trong th c ti n  

 

 ÀI    PH P TÍNH L   TH A 

 

   L y th   v i s     nguyên 

Đ nh nghĩ : V                              a 0 ,   y th                   –           

    n

n

1
a

a

   

Ch   : a) 0a 1, a ,a 0    ; 

                b) 00     n0                              

V   ụ  : T                               

a) 42 ;                               b) 

2
3

9. ;
4



 
 
 

                          c)  
2

01
: 3 .

2



 
 
 

 

                                                  Gi i 

a)
4

4

1 1
2

162

   ; 

b) 

2

2

3 1 1 16
9. 9. 9. 9. 16

94 93
164



 
    

   
 
 
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c)  
2

0

2

1 1 1
: 3 :1 4

12 1
42



 
   

   
 
 

 

V   ụ  : T                               

a)  
1

5 ;


                               b) 

5

0 1
2 . ;

2



 
 
 

                          c) 

3

2 21
6 : : 2 .

3



  
 
 

 

   C n   c n 

Đ nh nghĩ : C                      n 2                       N                        

na b                        c n   c n        

M                           

 

Ch        N                       n b                           ) b 0 . 

                   N                     n b                             b  . 

V   ụ    T   
54 16, 4 2  

                             Gi i 

4 44 16 2 2;     
4 5

5 5 54 2 2 . 2 2 2        

T nh chất 

 

V   ụ 4:T                               

a)  
4

4 3 ;                            b) 55 8. 4;                 c) 
4 32 2.  

                                                       Gi i 



                                                                                              

Tổ Toán Trang 94 

 

 

V   ụ  : T                          

   

   L y th   v i s     h u t  

         

V   ụ  : B                                                 

a) 
1

32 ;                                                     b) 
2

35 ;


 

                                       Gi i 

a) 
1

332 2;                                   b) 

2

3 23 33
2

1 1
5 5

255



   . 

V   ụ    T                               

a) 
1

225 ;                         b) 

1

236
;

49



 
 
 

                         c) 1,5100 .  

V   ụ    V                                                           

a) 32 ;                            b) 5
1

;
27

                                c)    
4

5 a a 0 .  

4  L y th   v i s     th c 

 

Ch   : 1 1,    
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V   ụ    S                                                                             

               

a) 1,51,2 ;                                    b) 310 ;                       c)  
2

30,5 ;


 

   T nh chất c   ph p t nh   y th   

 

V   ụ   : V                                                     

 

V   ụ     R                  
2 5 1 5

3 5

6 .2
A

3

 


  

                                          Gi i 

 

V   ụ   : V                                                     

 

V   ụ   : R                :    
2

2 2x y . 9y ,              

 ÀI T P 
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 ÀI    PH P TÍNH L GARIT 

 

   hái niệ    g rit 

 

V   ụ  : V                                               lôgarit: 

 

Ch   :  

 

V   ụ    T         2

1
log ;

4
                               b) 3log 5

9 . 

                                                                       Gi i 

 

V   ụ  : a) 3

3log 3;                 b) 1

2

log 8;                 c) 
5log 4

1

25

 
 
 

. 

   T nh   g rit   ng  áy t nh c   t y 

S                                                                                              
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Ch   :  

 

V   ụ 4  S                                                                                  

                    ): 

a) 5log 0,5;                        b) log25;                         c) 
3

ln .
2

 

   T nh chất c   ph p t nh   g rit 

 

Ch                      M  N        a 1,        

 

V   ụ    T                               

 

V   ụ    T        5 5

1
log 4 log ;

4
                        b) 2 2log 28 log 7;                  c) log 1000.  

4  C ng th c đ i c  s  

 

               : 
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V   ụ    T                               

a) 9log 27;                                              b) 2 3

1
log 3.log .

4
                

                                           Gi i 

a) 2

3

9 33

3 3 3
log 27 log 3 log 3 .1 ;

2 2 2
     

b) 
2

2

2 3 2 2 2

2

1
log

1 4log 3.log log 3. log 2 2log 2 2.1 2.
4 log 3

         

V   ụ    T                           a) 1

4

log 8;                                  b) 4 5 6log 5.log 6.log 8.          

V   ụ  :     3 3log 2 a, log 7 b.  Bi       12log 21               

                                                   ÀI T P 

 ài  : T                               

 

 ài    T                                                

a)  3log 1 2x ;                                              b) x 1log 5.           

 ài    S                                                                                     

                   

 a)   3log 15;                            b) log8 log3;                c) 3ln2. 

 ài 4: T                               

a) 6 6log 9 log 4;               b) 5 5log 2 log 50;                     c) 3 3

1
log 5 log 15.

2
  

 ài    T                               

a) 2 3log 9.log 4;                      b) 25

1
log ;

5
            c) 2 9 5log 3.log 5.log 4.  

 ài        log2 a,log3 b.   B                                       

a) 4log 9;                      b) 6log 12;                                c) 5log 6. 

 



                                                                                              

Tổ Toán Trang 100 

 

 ÀI    HÀM SỐ M   HÀM SỐ L GARIT 

  Hà  s     

 

 Nh n   t: H      xy a                     . 

V   ụ    T                                                  C                    

a) 
x

2y 3 ;                   b) 4y x ;              c) xy 4 ;  

                              Gi i 

 

Đ  th  c   hà  s     

H      xy a (a 0,a 1)        
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V   ụ    S                                                        

a) 21,4     1,81,4 ;             b) 1,20,9     0,80,9 ;       c) 3 2     5 4.  

                                                 Gi i 

 

V   ụ  : N                                                                              

 

                                         Gi i 

 

   Hà  s    g rit 

 

Nh n   t: H      ay log x                      0; . 

V   ụ 4: T                                                   C                    

a) 
2

y log x;                   b) 3y log x;               c) 2y x log 3.  

                                     Gi i 
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Đ  th  hà  s    g rit 

 

 

V   ụ    S                       

a) 3log 7     33log 2;                              b) 
0,42log 5     0,43log 3. 

                                  Gi i 

 

V   ụ  : S                       
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 ÀI T P 

 ài  : V                         

a) xy 4 ;                          b) 

x
1

y .
4

 
  
 

 

 ài    S                       

a) 0,71,3     0,61,3 ;                                                      b) 2,30,75     2,40,75 .  

 ài    T                                

a)  2y log 3 2x ;                                                    b) 2

3y log (x 4x).   

 ài 4  V                     

a) y log x;                                                               b) 1

4

y log x;  

 ài  : S                  sau: 

a) log 0,8       log 1,2;                                                         b) 
0,3log 2     0,3log 2,1.  
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 ÀI 4  PHƯ NG TRÌNH    T PHƯ NG TRÌNH M  VÀ L GARIT 

 

   Ph  ng tr nh    

P                 xa b,                                               a 1,             

ph  ng tr nh    c    n. 

Cách gi i ph  ng tr nh    c    n 

C                 xa b a 0,a 1 .   K       

N                                                 ax log b.  

N   b 0                              

Ch        N   b a           xa a x .    

                   T              u(x) v(x)a a u(x) v(x).    

V   ụ    G                          

a) 
x 1

2 ;
8

                                 b) x5.10 1;                                            c) 

x x1 27
.

9 3

 
 

 
 

                                         Gi i 

a) 
x x 31

2 2 2 x 3
8

      ; 

b) 
x x 1 1

5.10 1 10 x log log5.
5 5

        

c)  
 

x
3x x

x
2 2x 3x 1

31 27 1
3 3 3 2x 3x 1 5x 1 x .

9 3 3 5

   
             

 
 

V   ụ    G                          

a) 
x 2 33 9;                            b) 2x2.10 30;                  c) 2x 2x 14 8 .  

   Ph  ng tr nh   g rit 

P                 alog x b,                                               a 1,             

ph  ng tr nh   g rit c    n. 

Cách gi i ph  ng tr nh   g rit c    n 

C                 alog x b a 0,a 1 .    K                                            

bx a .  
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Ch   :  T        ,                  
a a

u(x) 0, v(x) 0
log u(x) log v(x) .

u(x) v(x)

 
  


 

V   ụ  : G                  nh sau: 

a) 3log x 2;                                                         b) 2

2 2log (x 3) log 2x.   

                                       Gi i 

a) T      
2

3 2

1 1
log x 2 x 3 .

93

       

            
2x 3 0

( )
2x 0

  



 

PT 2 2
x 1

x 3 2x x 2x 3 0
x 3

 
        


 

T               -                                                

V                                   

V   ụ 4: G                          

a)  1

2

log x 2 2;                                                          b)  2 2log (x 6) log x 1 1.     

    ất ph  ng tr nh    

 ất ph  ng tr nh    c    n                             xa b        

x x xa b,a b,a b                                       a 0,a 1.   

Cách gi i: 

Dạng  : xa b (1)       xa b (2)  

N   b 0                                                         

N              

- V                             ax log b;                     ax log b.  

- V                            ax log b;                     ax log b.  

Dạng  : 
xa b (3)       

xa b (4)  

N   b 0                                

N              

- V                             ax log b;                     ax log b.  

- V                            ax log b;                     ax log b.  
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V   ụ    G                              

a) x10 0,001;                         b) x0,4 2;                           c) 

x

x1
2.4 ;

2

 
 

 
 

                                 Gi i 

 

V   ụ  : G                              

a) x2 16;                           b) x0,1 0,001;                            c) 

x 2 x
1 1

.
5 25



   
   

   
 

4   ất ph  ng tr nh   g rit 

 

Cách gi i 

                     alog x b                   

- V                           bx a . 

- V                                b0 x a .   

Ch        T                                                                      

a a alog x b;log x b;log x b.    

   N             a alog u(x) log v(x) u(x) v(x) 0.     

    N                 a alog u(x) log v(x) 0 u(x) v(x).     

V   ụ    G                              

a)  2log 2x 1 1;                                 b)    1 1

2 2

log 1 x log 3x 2 .    

                                          Gi i 

              
1

2x 1 0 x
2

     . 

K                                                            
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V   ụ  : G                              

 a)  1

3

log x 1 2;                                 b)  5log x 2 1.   

 ÀI T P 
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 ÀI T P CUỐI CHƯ NG VI 

 ài  : B    4 4 5.    T                               

a) 2 2 ;   

b) 2 24 4 .    

 ài    T                               

a)  2 2 2

1
log 72 log 3 log 27 ;

2
             b) 2 2log 40 log 5

5 ;
                c) 92 log 2

3 ;
  

 ài    G                          

 

 ài 4 G                          

 

 ài    B         x y5 3;3 5.   K                                                    
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CHƯ NG VII  Đ O HÀM 

 Mục tiêu: 

  u khi h c xong chương này, sinh viên có thể: 

-Nh n  i t được đ nh ngh   c   đ o hà     ng đ nh ngh   t nh được đ o hà  c     t 

s  hà  đơn gi n. 

-Nh n  i t được   ngh   h nh h c c   đ o hà . 

- i t được phương tr nh ti p tuy n v i đ  th  hà  s  t i   t điể . 

-Nh n  i t được s    th ng qu   ài to n   i su t ng n hàng  

-   nh được đ o hà    t s  hà  sơ c p cơ   n. 

-      ng được c c c ng thức t nh đ o hà  c   t ng, hi u, t ch, thương c   c c hà  s  

và đ o hà  c   hà  hợp  

- Nh n  i t được kh i ni   đ o hà  c p h i, t nh được đ o hà  c p h i c     t s  

hà  s  đơn gi n và gi i quy t được   t s   ài to n th c ti n  

 

 ÀI    Đ O HÀM 

 

  Đạo hà  

 

V   ụ  : C          2f (x) x .  T    
'

0f (x )      0x  . 

                                           Gi i 

 

Ch     C          y f (x)                               N                             

         x (a;b)                  đ o hà  trên kho ng                 'y       'f (x).  

V   ụ    T                                
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          C  C                                                 
1

x
    x 0.  

Gi i 

 

b) V          0x 0,        

 

V   ụ    T                       3f (x) x .  

Ch     C          y f (x)                                              0x (a;b).  

 

Ý nghĩ  v t    c   đạo hà  

 

   Ý nghĩ  h nh h c c   đạo hà  
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C                                                             0x (a;b)   G    C            

               

 

V   ụ 4  C          2y f (x) x              C          M       (C)   T                  

                C           M                                         

                                             Gi i 

 

V   ụ  : C    C                       
1

y f (x)
x

           N       (C)   T              

                    C           N                                         

   S    

B                          : 

M                                  A                                                    

                                                                                 T         

                                                           

                                              

                                           Gi i 

K       T                                                       T                      

                     T           

N                       T   A   +    
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N                          

2
r

T A 1 .
2

 
  

 
 

N                          

4
r

T A 1 .
4

 
  

 
 

N                          

12
r

T A 1 .
12

 
  

 
 

N                         

365
r

T A 1
365

 
  

 
                                

T                                                    

             

n mr
r r

T A 1 A 1
n m

   
      

   
      

n
m , r 0

r
  ). 

K                                                      N                                

                  

x

x

1
lim 1 e 2,718281828...

x

 
   

 
                                       

S                                                                  T         V       S    

     K            

V   ụ    M                                                                          

                                           T                                              

         

a)                                           

 L                              

                                                ÀI T P 

 ài    D                                                   

a) 2f (x) x ;                 b) 3f (x) x 2x;               c) 
4

f (x) .
x

  

 ài    C          2f (x) 2x              C          A    -2) (C)   T                  

                C           A  

 ài    V                                              3y x .  

   T         -                           T                            
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 ài 4  M                                               3s(t) 4t 6t 2,                   

                                           T                                               

 ài    M                                                                               

       T                                                                                 

                    

                               

                     

 ÀI    C C QU  T C TÍNH Đ O HÀM 

 

   Đạo hà  c   hà  s  ny x ,n    

H      ny x ,n                         
'

n n 1x n.x .  

V   ụ  : T                      5y x  t                 
1

x
2


 . 

                                             Gi i 

T     
'

5 4x 5x .  T             ' 4y 2 5.2 80      

4

' 1 1 5
y 5. .

2 2 16

    
    

   
 

V   ụ  : T                      10y x               -1    3x 2.  

   Đạo hà  c   hà  s  y x  

H      y x                          0;      
' 1

x .
2 x

  

V   ụ 3: T                       y x                    
1

x .
4

  

                                                Gi i 

T       
'

' 1
y x , x 0.

2 x
    T       ' 1 1

y 1
22 1

      ' 1 1 1
y 1.

14 1 2.2
24

 
  

 
 

V   ụ 4: V                                              y x                            

4. 

Nh n   t 

   C              H      y x              hà  s    y th    V                  0; ). 
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C          
'

n n 1x nx                                                         

            
'

1x x (x 0)    . 

b)   
'

C 0   C            ;                    
'

2

1 1
x 0

x x

 
  

 
 

V   ụ  :T                      3y x                  

                                                        Gi i 

 

V   ụ  : T                           

a) 4y x                                           
1

y
x

           
1

.
4


 

   Đạo hà  c   hà  s     ng giác 

C                                             u: 

 

V   ụ    T                       y cos x      
6


. 

                                          Gi i 

T    :  
''y cos x sin x.    V   ' 1

y sin .
6 6 2

  
    

 
 

V   ụ    T                       y tan x      
3

.
4


 

4  Đạo hà  c   hà  s     và hà  s    g rit 

C                                                    : 
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V   ụ    T                                

 

V   ụ   : T                           

a) xy 9                                                   y ln x         
1

.
3

 

   Đạo hà  c   t ng  hiệu  t ch  th  ng c   h i hà  s  

 

 Ch   : V       C  C                                       
' 'C.v C.v .  

                 V                                 

' '

2

1 v

v v

 
 

 
             0 ). 

V   ụ     T                                
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V   ụ   : T                                

 

V   ụ     T                                

a) 2y x log x;                                   b) 3 xy x e .  

   Đạo hà  c   hà  h p 

 

V   ụ  4: a) H       
3

y 2x 1                                  

                    H       2y cos x 1                                  

                                                       Gi i 
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V   ụ   : T                                

a)  
3

2y 3x x ;                         b) y = sin2x;                   c) 
2x 1y e .  

                                         Gi i 

 

 

V   ụ   :T                                

 

a)  
2

3y 2x 3 ;                         b) y = cos3x;                   c)  2

2y log x 2 .   

  NG Đ O HÀM 
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   Đạo hà  cấp h i 

 

V   ụ   : T                                    

a) 2y 3x 5x 1;                                   b) y =sinx. 

                                      Gi i 

a) ' ''y 3.2x 5 0 6x 5, y 6.1 0 6.         

b) ' ''y cos x, y sin x.    

Ý nghĩ  c  h c c   đạo hà  cấp h i 

                ''f (t)                                                                   

              . 
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V   ụ     M                                                             

2s(t) t 4t 3,                                                              T                

                                

                                      Gi i 

T    ' ''s (t) 2t 4;s (t) 2.    

G                                             '' 2s (4) 2m / s .  

 ÀI T P 
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 ÀI T P CUỐI CHƯ NG VII 

 

 ài 1: C          2f (x) x 2x 3               C          M -1; 6) (C)   V           

                      C           M  

 ài    T                                

a) 4 3 2y 3x 7x 3x 1;      

b)  
3

2y x x ;                                   c) 
4x 1

y .
2x 1





 

 ài    T                                

a)  2 xy x 3x 1 e    ;                       b) 3

2y x log x.  

 ài 4  T                                

a) xy tan(e 1);    

b) y sin 3x;                                  c) xy cot(1 2 ).   

 ài    T                                        

a) 3 2y x 4x 2x 3;                        b) 2 xy x e .                                   

 ài    M                                                                                   

2s(t) 4,9t                                                              T   : 

   V                                  

   V                                      
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CHƯ NG VIII  QUAN H  VU NG G C TRONG  H NG GIAN 

 

 Mục tiêu: 

  u khi h c xong chương này, sinh viên có thể: 

-Nh n  i t được qu n h  vu ng góc gi   c c đư ng th ng và   t ph ng trong kh ng 

gi n       ng được c c ki n thức v  qu n h  vu ng góc để    t  c c h nh  nh trong 

th c ti n 

- i i th ch được   i  iên h  gi   t nh song song và t nh vu ng góc c   đư ng th ng và 

  t ph ng  

-Nh n  i t được kh i ni   ph p chi u vu ng góc  

-   nh được được c c  o i góc và c c  o i kho ng c ch trong kh ng gi n  

-   nh được thể t ch c   h nh   ng tr , h nh h p, h nh chóp, h nh chóp c t đ u  

-   n   ng được ki n thức v  qu n h  vu ng góc trong kh ng gi n để gi i quy t được 

  t s  v n đ  trong th c ti n  

 

 ÀI    HAI ĐƯỜNG THẲNG VU NG G C 

 

   G c gi   h i đ  ng th ng trong  h ng gi n 

Đ nh nghĩ : G c gi   h i đ  ng th ng a, b                           (a. b), là góc gi a 

       ng th ng 'a  và 'b                     m và l      t song song ho c trùng v i a và b. 

Chú ý: 

            nh góc gi          ng th ng a, b ta có th  l y m      m O n m trên m t trong 

       ng th                ng th ng song song v      ng th ng còn l i. 

b) Góc gi          ng th ng nh n giá tr  t  00   n 090 . 

Ví dụ 1: Cho hình h p ' ' ' 'ABCD.A BC D có 6 m     u là hình vuông và M, N, E, F l      t là 

         m các c nh BC, BA, ' ' 'AA ,A D . Tính góc gi a các c      ng th ng: 

a) ' 'A C  và BC;                                                     b) MN và EF. 

                                         Gi i 
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2. H i đ  ng th ng vuông góc trong không gian 

Đ nh nghĩ : T                        ng th            c g i là vuông góc v i nhau n u 

góc gi a chúng b ng 090 . 

H      ng th                      c kí hi u là a b  ho c b a.  

Ví dụ 2: Cho hình h p ' ' ' 'ABCD.A BC D  có 6 m     u là hình vuông. Ch ng minh r ng 
' ' 'AB CC ,AC B D .   

                                  Gi i 

 

Chú ý: 

   H      ng th ng vuông góc có th  c t nhau ho c chéo nhau. 

   C          ng th                  ng th ng nào vuông góc v      ng th ng này thì 

                      ng kia. 

   T                               ng th ng phân bi t a, b cùng vuông góc v i m      ng 

th ng th                     t lu      c a b                  c ph ng. 

                                                                                    

                                         BÀI T P 

Bài 1: C             S ABCD     áy là hình thoi ABCD c nh a. Cho bi t SA = 

a 3,SA AB  và SA AD.  Tính góc gi a SB và CD, SD và CB. 

Bài 2: Cho t  di     u ABCD. Ch ng minh r ng AB CD.  
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Bài 3: Cho hình chóp S.ABC có SA = SB =SC = a, 0 0BSA CSA 60 ,BSC 90 .    Cho I và 

J l                    m c a SA và BC. Ch ng minh r ng IJ SA, IJ BC.   

Bài 4: Cho t  di     u ABCD c nh a. G   K             m c a CD. Tính góc gi a hai 

   ng th ng AK và BC. 

Bài 5: Cho t  di n ABCD. G i M, N l                    m c a BC và AD. Bi t AB =CD 

=2a và MN = a 3.  Tính góc gi a AB và CD. 

 

 

 ÀI    ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC V I M T PHẲNG 

 

   Đ  ng th ng vuông góc v i m t ph ng 

Đ nh nghĩ :    ng th ng d g i là vuông góc v i m t ph ng ( )  n u nó vuông góc v i m i 

   ng th ng a n m trong m t ph ng ( ) , kí hi u: d ( ).   

Ví dụ 1: Cho bi t c t c a tr  gôn c a m                     ng th ng d vuông góc v i m t 

sân (Hình v ). Tìm góc gi a d và m      ng th ng a k  trên sân. 

                                                                 
Gi i 

D     ng th ng d vuông góc v i m t sân nên suy ra d vuông góc v i m      ng th ng n m 

trên m t sân. V y ta có góc gi a d và a b ng 090 . 

Đ nh lí 1: N u đư ng th ng d vuông góc v i h i đư ng th ng c t nhau a và b cùng n m 

trong m t ph ng ( )  thì d ( ).   

Ví dụ 2  C             S ABCD                     ABCD     O       SA = SC, SB = 

SD. Cho I, K l                    m c a các c nh AB, BC. Ch ng minh r ng: 

a) SO (ABCD);                                     b) IK (SBD).  

Gi i 
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Đ nh lí 2:  

- Có duy nh t m t m t ph ng đi qu    t điểm và vuông góc v i m t đư ng th ng cho trư c. 

- Có duy nh t m t đư ng th ng đi qu    t điểm và vuông góc v i m t m t ph ng cho trư c. 

Ví dụ 3:  

a) Cho hình chóp S.ABCD có các c nh bên b              ABCD                   O 

(Hình a). G           ng th           S      ông góc v i m t ph ng (ABCD). Ch ng minh 

         O  

   C      n th    AB    O             m. G i (P) là m t ph           O                i 

AB  M  N                                 n th ng AB sao cho M, N, O không th ng hàng 

(Hình b). Ch ng minh M và N thu c m t ph ng (P). 

   
 

Gi i 

 
2. Liên hệ gi a tính song song và tính vuông góc c   đ  ng th ng và m t ph ng 

Đ nh lí 3: 

a)  ho h i đư ng th ng song song. M t ph ng nào vuông góc v i đư ng th ng này th  c ng 

vuông góc v i đư ng th ng kia. 

b) H i đư ng th ng phân bi t cùng vuông góc v i m t m t ph ng thì song song v i nhau. 
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Ví dụ 4: Cho hình h p ' ' ' 'ABCD.A BC D  có 'AA (ABCD).  G i M và N l      t là trung 

   m c a AB và BC. 

a) Qua M v     ng th ng a song song v i 'AA (ABCD).  G i M và N l      t là trung 

   m c a AB và BC. 

a) Qua M v     ng th ng a song song v i 'AA . Ch ng minh a (ABCD).  

b) Qua N v     ng th ng b vuông góc v i (ABCD).. Ch ng minh 'b AA . 

                                                            Gi i 

                                           

 
Đ nh lí 4: 

a) Cho hai m t ph ng song song  Đư ng th ng nào vuông góc v i m t ph ng này th  c ng 

vuông góc v i m t ph ng kia. 

b) Hai m t ph ng phân bi t cùng vuông góc v i m t đư ng th ng thì song song v i nhau. 

                                       
Ví dụ 5: Cho hình chóp S.ABCD có SA (ABCD).  

a) V  m t ph ng (Q)        S                i m t ph ng (ABCD). Ch ng minh SA (Q).  

   C   M             m c a SA. G i (P) là m t ph           M                i (ABCD). 

Ch ng minh SA (P).  
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                                     Gi i 

a) Ta có SA (ABCD) (1)   

và (Q) (ABCD) (2)  

T  (1) và (2) suy ra SA (Q).  

b) Ta có (P) (ABCD) (3) . T  (1) và (3) suy ra SA (P).  

Đ nh lí 5: 

a) C      ng th ng a song song v i m t ph ng ( )      ng th ng nào vuông góc v i ( )  

                     i a. 

b) N      ng th ng a và m t ph ng ( )  (không ch a a) cùng vuông góc v i m t    ng 

th ng b thì chúng song song v i nhau. 

                                              
Ví dụ 6  C         n th    OA  OB  OC       t vuông góc v i nhau. 

   C   M             m c   CA            ng th                 M                i m t 

ph ng (OAB). Ch ng minh a OC.  

b) G i b là m      ng th                 C                  i OC. Ch ng minh 

 b OAB .  

                                   
                                         Gi i 

a) Ta có OC OA  và OC OB , suy ra  OC OAB . (1) 

Ta có  (a) (OAB) (2)  

T  (1) và (2) suy ra a OC.  

b) Ta có b OC (3) . T  (1) và (3) suy ra b (OAB). 

3. Phép chi u vuông góc 

Đ nh nghĩ  



Tổ Toán – Khoa Khoa học cơ bản Trang 127 

 

 

Ví dụ 7: Cho hình chóp S ABCD                    nh t ABCD và  SA ABCD . Tìm 

hình chi u vuông góc c a SC lên m t ph ng (ABCD) và hình chi u vuông góc c      m D 

trên m t ph ng (SAB). 

                                                Gi i 

Ta có  SA ABCD , suy ra AC là hình chi u vuông góc c a SC trên (ABCD). 

Ta có  SA ABCD , suy ra SA AD (1)  

Ta có ABCD là hình ch  nh t, suy ra AB AD (2)  

T  (1) và (2) ta có  AD SAB ,  A là hình chi u vuông góc c      m D trên (SAB). 

                                                                                   

Đinh       Đ nh       đ  ng vuông góc) 

C      ng th ng a n m trong m t ph ng (P             ng th ng không n m trong (P) và 

không vuông góc v i (P). G i 'b  là hình chi u vuông góc c           P   K                  

v i b khi và ch  khi a vuông góc v i 'b . 
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Ví dụ 8   C             S ABCD                    nh t ABCD và có c nh bên SA vuông 

góc v i m t ph         C  ng minh CD SD  và CB SB.  

                                               Gi i 

Ta có  SA ABCD , suy ra DA là hình chi u vuông góc c a DS trên m t ph ng (ABCD) 

và BA là hình chi u vuông góc c a BS trên (ABCD). 

Do ABCD là hình ch  nh t nên CD DA                             ng vuông góc ta có  

CD SD . 

T     t            CB AB,                            ng vuông góc ta có  

CB SB. . 

                                                         

                                           BÀI T P 

Bài 1: Cho hình chóp S.ABCD có  SA ABCD . Cho bi t ABCD là hình thang vuông t i 

A và D, AB = 2 CD. 

a) Ch ng minh  CD SAD .  

b) G   M             m c a AB. Ch ng minh  CM SAB .  

Bài 2: Cho hình vuông ABCD. G i H, K l                    m c   AB  AD  T       ng 

th ng vuông góc v i m t ph ng (ABCD) t i H, l      m S. Ch ng minh r ng: 

a)  AC SHK ;                           b)  CK SDH .  

Bài 3  C             S ABCD                        nh b ng a 2 , có các c          u 

b ng 2a.  

a) Tính góc gi a SC và AB; 

b) Tính di n tích hình chi u vuông góc c a tam giác SAB trên m t ph ng (ABCD). 

Bài 4: Cho hình chóp S.ABC có SA = SB = SC = a, 0ASB 90 , 0BSC 60  và 0ASC 120 .  

G   I             m c a c nh AC. Ch ng minh  SI ABC .  
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Bài 5: Cho t  di   OABC    OA  OB  OC       t vuông góc. V     ng th ng qua O và 

vuông góc v i (ABC) t i H. Ch ng minh AH BC.  

 

 

 

 

 ÀI    HAI M T PHẲNG VU NG G C 

 

1. Góc gi a hai m t ph ng 

Đ nh nghĩ : Góc gi a hai m t ph ng ( )  và ( )  là góc gi          ng th ng l      t 

vuông góc v i ( )  và ( ) , kí hi u  ( ), ( )   

Ta có:  ( ), ( ) (m,n)   v i m ( ),n ( ).     

                   

N   i ta ch            c góc gi a hai m t ph ng c                

 Cho ( ) ( ) c :     

 ( ), ( ) (a, b)    v i a ( ),b ( ),a c,b c.       

                                                 

Ví dụ 1  C             S ABCD        ABCD                   O    nh bên SA vuông 

góc v i m t ph         T           a hai m t ph ng: 

a) (SAC) và (SAD);                             b) (SAB) và (SAD). 

                                                        Gi i 

a) Ta có: BO SA  và BO AC , suy ra BO (SAC) ; 
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               BA SA  và BA AD , suy ra BA (SAD).  

D        u g i góc gi a hai m t ph ng (SAC) và (SAD) là  thì 

0(BO,BA) ABO 45 .     

b) Ta có: CB SA  và CB AB , suy ra CB (SAB) ; 

               CD SA  và CD AD , suy ra CD (SAD).  

D        u g i góc gi a hai m t ph ng (SAB) và (SAD) là  thì 0(CB,CD) BCD 90 .     

2. Hai m t ph ng vuông góc 

Đ nh nghĩ : Hai m t ph       c g i là vuông góc n u góc gi a hai m t ph            t 

góc vuông. Hai m t ph     P      Q               c kí hi u là (P) (Q).  

                 

Đi u kiện đ  hai m t ph ng vuông góc 

Đ nh lí 1:    u ki n c n          hai m t ph ng vuông góc là m t ph ng này ch a m t 

   ng th ng vuông góc v i m t ph ng kia. 

Ví dụ 2: Cho t  di   ABCD    AB  AC  AD       t vuông góc v i nhau. Ch ng minh 

r ng các m t ph     ABC    BAD    CAD        t vuông góc v i nhau. 

                                              Gi i 

Ta có: AB AC,AB AD AB (CAD)     

(ABC) (CAD),(BAD) (CAD).    

T                   CA AB,CA AD CA (BAD)     

(CAD) (BAD).   

V y các m t ph ng (ABC), (BAD), (CAD) t          t vuông góc v i nhau. 

Ví dụ 3: Cho hình chóp S.ABCD có các c nh bên b                               C  ng 

minh r ng: 
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a) (SAC) (ABCD);  

b) (SAC) (SBD).  

3. Tính chất c    n v  hai m t ph ng vuông góc 

Đ nh lí 2: N u hai m t ph ng vuông góc v i nhau thì b t c     ng th ng nào n m trong 

m t ph ng này và vuông góc v i giao tuy                    i m t ph ng kia. 

                                                          

Ví dụ 4: C             S ABCD    SAB               u và n m trong m t ph ng vuông 

góc v i m t ph ng (ABC). G   M             m c a AB. Ch ng minh SM (ABC).  

                                             Gi i 

T       bài ta có (SAB) (ABC).  T              SAB        M             m c a AB, 

suy ra SM AB.     ng th ng SM n m trong (SAB) và vuông góc v i giao tuy n AB c a 

hai m t ph ng (SAB) và (ABC). T            SM (ABC).  

                                  

Đ nh lí 3: N u hai m t ph ng c t nhau cùng vuông góc v i m t ph ng th  ba thì giao tuy n 

c a chúng vuông góc v i m t ph ng th  ba. 
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Ví dụ 5: Cho hình chóp S.ABC có c    SA          ABC               u v i c nh b ng a. 

Cho bi t hai m t bên (SAB) và (SAC) cùng vuông góc v i m        ABC   T    SB    S  

theo a. 

                                                   

                                                Gi i 

Ta có  hai m t ph ng (SAB) và (SAC) cùng cuông góc v i m        ABC          nh lí 

3,giao tuy n SA c a (SAB) và (SAC) vuông góc v i (ABC). T  SA (ABC)  ta có 

SA AB  và SA AC , suy ra tam giác SAB và SAC vuông cân t i S, suy ra 

SB SC a 2.   

4  H nh   ng trụ đ ng, hình h p ch  nh t, hình l p ph  ng 

Đ nh nghĩ  

H nh   ng trụ đ ng là               có c nh bên vuông góc v i m        

H nh   ng trụ đ u là                 ng có m                    u. 

Hình h p đ ng là hình h p có c nh bên vuông góc v i m        

Hình h p ch  nh t là hình h     ng có m                   nh t. 

Hình l p ph  ng là hình h p ch  nh t có t t c  các c nh b ng nhau. 

Tính chất 
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Ví dụ 6: C                   u ' ' ' 'ABCD.A BC D  có c        AB          nh bên 

'AA h (Hình v    T              ng chéo 'A C  theo a và h. 
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Gi i 

    ABCD                u ph i là t  di     u, suy ra ABCD là hình vuông, v y AC = 

a 2   L          u có c nh bên vuông góc v               'AA (ABCD), v y 'AA AC.  

Trong tam giác 'A AC  vuông t i A ta có: 

                 ' ' 2 2 2 2A C A A AC h 2a .     

Chú ý  L                                     c g               t            T        ta 

                 tam g                  l          u,... 

   H nh ch p đ u. Hình chóp cụt đ u 

H nh ch p đ u 

Đ nh nghĩ : H nh ch p đ u                                  u và các c nh bên b ng nhau. 

Chú ý  H           u có: 

a) Các m t bên là các tam giác cân t     nh hình chóp và b ng nhau. 

      n th ng n i t                   n tâm c                       i m            i là 

   ng cao c a hình chóp. 

             ng cao g i là chi u cao c               u. 

                                                                          

Ví dụ 7  C               u S.ABC có c        AB          nh bên SA = b (Hình v ). 

T              ng cao SO theo a, b. 
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                                                            Gi i 

Ta có O là tr ng tâm c              u ABC, suy ra 
2 a 3 a 3

AO . .
3 2 3

   

Trong tam giác SOA vuông t i O, ta có: 

                 
2 2 2

2 2 2 3a 9b 3a
SO SA AO b .

9 3


      

Hình chóp cụt đ u 

Đ nh nghĩ : Ph n c               u n m gi            t m t ph ng song song v         t 

các c nh bên c                    c g i là hình chóp cụt đ u. 

 

 

Ví dụ 8: Cho hình chóp c t t         u ' ' ' 'ABCD.A BC D         n ABCD có c nh b ng a, 

        ' ' ' 'A BC D  có c nh b ng b, chi u cao 'OO h  v i  'O,O l      t là tâm c            

T       dài c nh bên 'CC c a hình chóp c       

                                                Gi i 
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BÀI T P 
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 ÀI 4   HO NG C CH TRONG  H NG GIAN 

 

1.Kho ng cách t  m t đi   đ n m t đ  ng th ng  đ n m t m t ph ng 

Đ nh nghĩ : 

N u H là hình chi u vuông góc c      m M         ng th                      MH    c 

g i là kho ng cách t  M đ n đ  ng th ng a, kí hi u d(M, a). 

N u h là hình chi u vuông góc c      m M trên m t ph     P                  MH    c g i 

là kho ng cách t  M đ n m t ph ng (P), kí hi u d(M, (P)). 

                   

Chú ý: d(M,a) = 0 khi và ch  khi M thu c a; 

                d(M, (P)) = 0 khi và ch  khi M thu c (P). 

Nh n xét: 

a) L        N               ng th ng a, ta luôn có d(M,a) MN;  

b) L      m N tùy ý trên m t ph ng (P), ta luôn có d(M,(P)) MN.  

Ví dụ 1  C             O ABC                      u c nh a và OA (ABC) . Cho bi t 

OA = a. 

a) Tính kho ng cách t       O   n m t ph ng (ABC). 

b) Tính kho ng cách t       O        ng th ng BC. 

                                                                                           

                                       Gi i 

a) Ta cóOA (ABC) , suy ra d(O, (ABC)) = OA = a. 

b) V  AH BC , ta có OH BC                 ng vuông góc), suy ra d(O, BC) = OH. 
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T        ABC   u có c nh b ng a suy ra 
a 3

AH
2

 . 

Trong tam giác vuông OAH, ta có 
2

2 2 2 3a a 7
OH OA AH a .

4 2
      

V y ta có d(O, BC)
a 7

.
2

  

Ví dụ 2: Cho hình chóp S.ABCD v       ABCD                 nh a. Cho bi t SA = a và 

SA vuông góc v i (ABCD). 

a) Tính kho ng cách t       B   n (SAD); 

b) Tính kho ng cách t       A   n c nh SC. 

2. Kho ng cách gi   các đ  ng th ng và m t ph ng song song, gi a hai m t ph ng 

song song 

Đ nh nghĩ  

Kho ng cách gi   h i đ  ng th ng song song a và b là kho ng cách t  m      m b t kì 

         n b, kí hi u d(a, b). 

Kho ng cách gi   đ  ng th ng a và m t ph ng (P) song song v i a là kho ng cách t  

m      m b               n (P), kí hi u d(a, (P)). 

Kho ng cách gi a hai m t ph ng song song (P) và (Q) là kho ng cách t     m  b t kì 

      P    n (Q), kí hi u d((P), (Q)). 

Ví dụ 3: Cho hình l          ' ' ' 'ABCD.A BC D  có c nh b ng a. Tính theo a: 

a) Kho ng cách gi      ng th ng 
'DD  và m t ph ng ' '(AA CC );  

b) Kho ng cách gi a hai m t ph ng ' '(AA D D)  và ' '(BBC C).  

Gi i 

a) Ta có ' ' ' ' ' ' 'DD AA ,d(DD ,(AA CC)) d(D,(AA CC)) . G i O là tâm hình vuông ABCD. 

Ta có DO AC  và 'DO AA , suy ra ' 'DO (AA C C) . V y 

' ' ' ' ' a 2
d(DD ,(AA C C)) d(D,(AA C C)) DO .

2
    

b) Ta có ' ' ' '(AA D D) (BBCC) suy ra    ' ' ' ' ' 'd (AA D D),(BBCC) d A,(BBCC) . 

Do 
'AB BB  và AB BC , suy ra ' 'AB (BBCC) . 

V y  ' ' ' 'd (AA D D),(BBCC) AB a.   
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3. Kho ng cách gi   h i đ  ng th ng chéo nhau 

Đ nh nghĩ  

 

 

Ví dụ 4: C             S ABCD                      ABCD   nh b ng a, c nh SA = a và 

vuông góc v i m t ph ng (ABCD). Tính kho ng cách gi          ng th ng: 

a) SB và CD;                                          b) AB và SC, 

Gi i 

a) Ta có BC SA  và BC AB , suy ra BC SB.  

M t khác BC CD,        BC       n vuông góc chung c          ng th ng SB và CD. Ta 

có d(SB, CD) = BC = a. 
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4. Công th c tính th  tích c a kh i chóp, kh i   ng trụ, kh i h p 

Th  tích kh i h p ch  nh t 

Th  tích kh i h p ch  nh t b                     c. 

                    V = abc. 

                               

Th  tích kh i chóp 

Th  tích kh i chóp b ng m t ph n ba di                   i chi u cao. 

                          
1

V Sh.
3

  
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Th  tích kh i chóp cụt đ u 

Công th c tính:  ' '1
V h S SS S

3
   , v i h: chi u cao và 'S,S  là di                 

Th  tích kh i   ng trụ 

Th  tích kh            b ng di                   u cao 

                        V= Sh. 

                                 

Chú ý: Ta g i kh            có c nh bên vuông góc v                          ng. Chi u 

dài c nh bên a c a kh              ng b ng chi u cao h và ta có công th c: V = S.a 

                              

Ví dụ 5: a) Tính th  tích c a kh i h p ch  nh                  c là : 6a; 4a; 3a. 

b) Tính th  tích kh i t  di     u SABC c nh a. 

c) Cho kh            ' ' ' 'ABCD.A BC D                         nh 2a, c nh bên 

'AA 2a, hình chi u c a 
'A trên (ABCD) trùng v           m O c a AC và BD. Tính th  

tích kh                

                                   Gi i 

a) Th  tích kh i h p ch  nh t b                     c: 

V = 6a.4a.3a = 72 3a . 

b) G i H là hình chi u vuông góc c a S xu ng (ABC). Ta có ba tam giác vuông SHA, SHB, 

SHC b ng nhau, suy ra HA =HB = HC. V y H là tâm c              u ABC. Ta có 

a 3 2 a 3
AM ,AH AM ,

2 3 3
    
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2
2 2 2 3a a 6

SH SA AH a .
9 3

      

Kh i t  di     u SABC có th  tích là 

                
2 3

ABC

1 1 a 3 a 6 a 2
V S .SH . .

3 3 4 3 12
    

c) Chi u cao c a kh           : 

           ' ' 2 2 2 2h A O A A AO 4a 2a a 2.       

Th  tích kh           : V = S.h = 2 34a .a 2 4a 2.  

                               

Ví dụ 6: C t kh                   u S.ABC v i c          ng a và chi u cao 2a b i m t 

m t ph ng song song v                          m các c nh bên. Tính th  tích kh i chóp c t 

       c t o thành. 

                                             Gi i 

G i ' ' 'ABC.A BC là kh i chóp c          c t o thành, O và 'O l      t là tâm c           

ABC và ' ' 'A BC . Ta có: Chi u cao c a kh i chóp c     u là 
' SO 2a

h OO a;
2 2

     

Tam        u ABC có di n tích:  
2 2AB 3 a 3

S ;
4 4

   

T          u ' ' 'A BC có c nh
' ' AB

A B
2

 nên có di n tích: 
2

' AB 3 S
S .

16 4
   

D          tích kh i chóp c          c t o thành là : 

2 3
' '1 1 S S 7aS 7a a 3 7a 3

V h(S SS S ) a S . .
3 3 2 4 12 12 4 48

 
         

 
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BÀI T P 

 

 

 

     kho ng cách gi          ng th ng a và b. 
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 ÀI    G C GIỮA ĐƯỜNG THẲNG VÀ M T PHẲNG  G C NH  DI N 

 

1. Góc gi   đ  ng th ng và m t ph ng 

Đ nh nghĩ  

N      ng th ng a vuông góc v i m t ph ng (P) thì ta nói góc gi      ng th ng a v i m t 

ph ng (P) b ng 090 .  

N      ng th ng a không vuông góc v i m t ph ng (P) thì  góc gi      ng th ng a  và hình 

chi u 'a  c a a trên m t ph ng (P)  g i là góc gi      ng th ng a và (P). 

Góc gi      ng th ng a và m t ph     P     c kí hi u là (a, (P)). 

                  

Chú ý: a) Góc   gi      ng th ng và m t ph ng luôn th a mãn 0 00 90 . 

               b) N      ng th ng a n m trong (P) ho c song song v i (P) thì (a, (P)) = 00 . 

Ví dụ 1  C             S ABCD        ABCD                 nh a, SA = a 6  và vuông 

góc v        T     

a) Góc gi      ng th ng BC và (SAB); 

b) Góc gi      ng th ng BD và (SAD); 

c) Góc gi      ng th ng SC và (ABCD). 

                                        Gi i         
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Ví dụ 2: Cho hình l          ' ' ' 'ABCD.A BC D . Tính góc gi          ng th              i 

m t ph ng (ABCD): 

a) 
'AA ;                      b) 'BC ;                                      c) 'A C . 

2. Góc nh  diện và góc ph ng nh  diện 

Góc nh  diện 

Đ nh nghĩ : Cho hai m t ph ng 1(P ) và 1(Q )  có chung b        ng th ng d. Hình t o b i 

1(P ) , 1(Q )          c g i là góc nh  diện t o b i 1(P ) và 1(Q ) , kí hi u  1 1P ,d,Q . 

Hai n a m t ph ng 1(P ) , 1(Q )g i là hai m t c a nh  diện và d g i là cạnh c a nh  diện. 

                                         

Chú ý:a) Hai m t ph ng c t nhau theo giao tuy n d t o thành b n góc nh  di n. 

               b) Góc nh  di n  1 1P ,d,Q        c kí hi u là  M,d, N , v   M  N        ng thu c 

hai n a m t ph ng 1(P ) , 1(Q ) . 

Góc ph ng nh  diện 

Đ nh nghĩ : Góc ph ng nh  diện c a góc nh  di               nh n m trên c nh c a nh  

di n, có hai c nh l      t n m trên hai m t c a nh  di n và vuông góc v i c nh c a nh  di n. 

Chú ý                                                

     i v i m t góc nh  di n, các góc ph ng nh  di     u b ng nhau. 
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b) N u m t ph ng (R) vuông góc v i c nh d c a góc nh  di n và c t hai m t 1(P ) , 1(Q )  c a 

góc nh  di n theo hai n      ng th ng Ou và Ov thì uOv  là góc ph ng nh  di n c a góc nh  

di n t o b i 1(P ) , 1(Q ) . 

c) Góc nh  di n có góc ph ng nh  di                   c g i là góc nh  di n vuông. 

d) S            ng nh  di      c g i là s             di n. 

e) S       c nh  di n nh n giá tr  t  00    n 0180 . 

Ví dụ 3: Cho hình l          ' ' ' 'ABCD.A BC D  c             nh và tính góc ph ng nh  

di n: 

a) 'A,BD,A   ;                                                       b) 'C,BD,A   . 

                                                  Gi i 

a) G i O là tâm c a hình vuông ABCD. Ta có OA BD  và 'OA BD , suy ra 'AOA  là 

góc ph ng nh  di n 'A,BD,A   . 

Trong tam giác 'AOA  vuông t i A, ta có: 

'
' ' 0AA a

tan AOA 2 AOA 54,7 .
AO a 2

2

      

 

b) Ta có: OC BD  và 'OA BD , suy ra 

'A OC là góc ph ng nh  di n 'C,BD,A   . Ta có ' 0 ' 0A OC 180 A OA 125,3 .    

Ví dụ 4: Cho hình chóp t  giác S.ABCD v i O là tâm c               t c  các c      u 

b             nh và tính góc ph ng nh  di n: 

a)  S,BC,O ;                                             b)  C,SO,B .  

                                             

 

 

 

 

 

 

 



Tổ Toán – Khoa Khoa học cơ bản Trang 147 

 

BÀI T P 

 

Bài 1: Cho t  di     u ABCD. V  hình bình hành BCED. 

a) Tìm góc gi      ng th ng AB và (BCD). 

b) Tìm góc ph ng nh  di n    A,CD,B ; A,CD,E . 

Bài 2: Cho hình chóp t         u S.ABCD có O là tâm c               t các c nh b ng 

nhau.  

a) Tìm góc gi      ng th ng SA và (ABCD); 

b) Tìm góc ph ng nh  di n    A,SO,B ; S,AB,O .  

Bài 3: Cho hình chóp c t l          u ' ' ' ' ' 'ABCDEF.A BC D E F  v i O và 'O                  

c          n            l      t là a và 
'a

,OO a.
2

  

a) Tìm góc gi a c nh bên và m        

b) Tìm góc ph ng nh  di n ' ' ' 'O,AB,A ; O ,A B ,A .        

Bài 4: M t con d c có d                    ng tam giác v            c (Hình v ) 

a) Tính s                 ng th ng 'CA  và  ' 'CC B B .  

b) Tính s             di n c nh 'CC .  

 

 

Bài 5  N                   t cái h m có d ng hình chóp c t t         u có hai c           

14m và 10m. M t bên t o v           thành m t góc nh  di n có s       ng 0135 . Tính s  

mét kh     t c n ph i di chuy n ra kh i h m. 
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 ÀI T P CUỐI CHƯ NG VIII 

 

Bài 1  C              ABCD               u SAB c nh a n m trong hai m t ph ng vuông 

góc v i nhau. G i M, N l                    m c a AB và AD. 

a) Ch ng minh r ng  SMD (SNC).  

b) Tính kho ng cách t  M   n m t ph ng (SNC). 

Bài 2  C             S ABCD                        nh a, SA (ABCD)  và SA = a. G i 

M, N, P l                    m c a SB, SC và SD. Tính kho ng cách gi a AM và NP. 

Bài 3  C             S ABCD        ABCD                       i A và D; AB =AD 

=2a; CD =a; s             di n  S,BC,A  b ng 060 . G   I             m c a c nh AD. Bi t 

hai m t ph ng (SBI) và (SCI) cùng vuông góc v i m t ph ng (ABCD). Tính th  tích kh i 

chóp S.ABCD theo a. 

Bài 4: M t chân c t b ng gang có d ng hình chóp c t t         u có c          n b ng 2a, 

c            b ng a, chi                                 n tr  r ng bên trong b ng 
a

.
2

 

a) Tìm góc ph ng nh  di n t o b i m t bên và m        

b) Tính th  tích chân c t nói trên theo a. 

Bài 5: Cho hình h p ' ' ' 'ABCD.A BC D có c nh bên 'AA a,     ABCD                 AB   

BD = a. Hình chi u vuông góc c a 
'A lên m                      O            m h      ng 

chéo c        T        tích c a kh i h p. 
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CHƯ NG I     C SU T 

 

 Mục tiêu: 

  u khi h c xong chương này, sinh viên có thể: 

-Nh n  i t được   t s  kh i ni   v  x c su t c  điển: hợp và gi o c c  i n c    i n c  

đ c   p  

-Tính được xác su t c    i n c  hợp   ng c ch s    ng c ng thức c ng  

-   nh được x c su t c    i n c  gi o   ng c ch s    ng c ng thức nh n  cho trư ng 

hợp  i n c  đ c   p   

-   nh được được x c su t c    i n c  trong   t s   ài to n đơn gi n   ng phương 

ph p t  hợp. 

-   nh được được x c su t c    i n c  trong   t s   ài to n đơn gi n   ng phương 

ph p sơ đ  h nh c y  

 

 ÀI     I N CỐ GIAO VÀ QU  T C NH N   C SU T 

 

 

1. Bi n c  giao 

 

Chú ý: T p h p mô t  bi n c  AB là giao c a hai t p h p mô t  bi n c  A và bi n c  B. 

Bi n c  AB x y ra khi và ch  khi c  hai bi n c  A và B x y ra. 

Ví dụ 1: Gieo hai con xúc x                ng ch t. G i A là bi n c  “T ng s  ch m xu t 

hi n trên hai con xúc x c b     ”  B là bi n c  “T       ch m xu t hi n trên hai con xúc x c 

b     ”,  C là bi n c  “ C        t m t con xúc x c xu t hi n m t m t ch  ”  H      t t p 

h p mô t  các bi n c  giao AC và BC. 

                                                Gi i 

 

K t h p t p h p mô t  bi n c  A, B, ta có bi n c  AC =  (1;4);(4;1) ;  bi n c  BC 

= (1;6);(6;1) ;  

2. Hai bi n c  xung kh c 

Hai bi n c  A    B    c g i là xung kh c n   A    B         ng th i x y ra. 
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 Chú ý: Hai bi n c  A và B là xung kh c khi và ch  khi A B  . 

Ví dụ 2: M t h                                   và 2 viên bi vàng. L y ra ng           ng 

th i 2 viên bi t  h    H         nh các c p bi n c  xung kh c trong các bi n c  sau: 

 

3. Bi n c  đ c l p 

Hai bi n c  A    B    c g i là đ c l p n u vi c x y ra hay không x y ra c a bi n c  này 

không làm        ng t i xác su t x y ra c a bi n c  kia. 

Nh n xét:  N u hai bi n c  A    B   c l p thì A  và B; A và B , A  và B    c l p. 

Ví dụ 3: Trong h p có 1 qu  bóng xanh, 1 qu         , 1 qu  bóng vàng. L y ra ng u nhiên 

1 qu  bóng, xem màu r i tr  l i h p. L p l i phép th  trên hai l n và g i kA là bi n c  qu  

bóng l y ra l n th  k là bóng xanh (k=1,2). 

a) 1 2A , A có là các bi n c    c l p không? T i sao? 

b) N u trong m i phép th  trên ta không tr  bóng l i h p thì 1 2A , A có là các bi n c   

  c l p không? T i sao? 

                                           Gi i 



Tổ Toán – Khoa Khoa học cơ bản Trang 151 

 

a) N u 1A  x y ra thì sau khi tr  l i qu  bóng th  nh t vào h p, trong h p có 1 qu  bóng 

xanh, 1 qu          và 1 qu                          t x y ra 2A là 
1

.
3

 

4. Quy t c nhân xác suất c a hai bi n c  đ c l p 

N u hai bi n c  A    B   c l p thì P(AB) P(A)P(B) . 

Chú ý: N u P(AB) P(A)P(B)  thì hai bi n c  A    B         c l p. 

Ví dụ 4: Cho A và B là hai bi n c    c l p. Bi t P(A)=0,6 và P(B) =0,8. Hãy tính xác su t 

c a các bi n c  AB, AB  và AB . 

                                             Gi i 

Do A và B là hai bi n c    c l p nên 

P(AB) = P(A)P(B)= 0,48. 

Vì A  là bi n c    i c a A nên  P A 1 P(A) 0,4.    Do A     B   c l p nên  

 P AB P(A)P(B) 0,32.   

Vì B  là bi n c    i c a B nên  P B 1 P(B) 0,2.    Do A  và  B  c l p nên  

 P AB P(A)P(B) 0,08.   

Ví dụ 5: Hai b nh nhân X và Y b  nhi m vi rút SARS–CoV-2. Bi t r ng xác su t b  bi n 

ch ng n ng c a b nh nhân X là 0,1 và c a b nh nhân Y là o,2. Kh          bi n ch ng 

n ng c a hai b              c l p. 

Hãy tính xác su t c a các bi n c : 

   “C  hai b           u b  bi n ch ng n   ”  

   “C  hai b           u không b  bi n ch ng n   ”  

   “ B nh nhân X b  bi n ch ng n ng, b nh nhân Y không b  bi n ch ng n   ”  

                                            Gi i 

G i A là bi n c  “ B nh nhân X b  bi n ch ng n   ”  T     P A           P(A) 0,9.  

G i B là bi n c  “ B nh nhân Y b  bi n ch ng n   ”  T     P B           P(B) 0,8.  

a) Ta th y A và B là hai bi n c    c l p nên xác su t c  hai b           u b  bi n ch ng 

n ng là  

     P(AB) = P(A)P(B) = 0,02. 

b) Do A  và B    c l p nên xác su t c  hai b nh nhân không b  bi n ch ng n ng là 
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 P AB P(A)P(B) 0,72.   

c) Do A và B    c l p nên xác su t b nh nhân X b  bi n ch ng n ng, b nh nhân Y không b  

bi n ch ng n ng là  

  P AB P(A)P(B) 0,08.   

T              gi i bài toán trên b ng cách s  d                            

 

                                                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Tổ Toán – Khoa Khoa học cơ bản Trang 153 

 

 

 

BÀI T P 

Bài 1: H p th  nh t ch a 3 t m th  cùng lo                l      t t      n 3. H p th  hai 

ch a 5 t m th  cùng lo                l      t t      n 5. L y ra ng u nhiên t  m i h p 1 

th . G i A là bi n c  “T ng các s  ghi trên 2 th  b     ”  B       n c  “T           ghi trên 

2 th  là s  l ”  

a) Hãy vi t t p h p mô t  bi n c  AB và tính P(AB). 

b) Hãy tìm m t bi n c  khác r ng và xung kh c v i c  hai bi n c  A và B. 

Bài 2: M t h p ch a 21 t m th  cùng lo                t      n 21. Ch n ra ng u nhiên 1 

th  t  h p. G i A là bi n c  “S  ghi trên th     c ch n chia h        ”  B       n c  “S  ghi 

trên th     c ch n chia h        ”  

a) Hãy mô t  b ng l i bi n c  AB. 

b) Hai bi n c  A    B      c l p không? T i sao? 

Bài 3: Cho A và B là hai bi n c    c l p. 

a) Bi t P(A) = 0,7 và P(B) = 0,2. Hãy tính xác su t c a các bi n c  AB, AB  và AB . 

b) Bi t P(A) = 0,5 và P(AB) = 0,3. Hãy tính xác su t c a các bi n c  B, AB  và AB . 

Bài 4: M t x  th  b n l                 n vào m t t m bia. Xác su                a viên th  

nh t và th  hai l      t là 0,9 và 0,6. Bi t r ng k t qu  các l n b        c l p v i nhau. Tính 

xác su t c a các bi n c  sau b ng cách s  d          hình cây: 

   “ C  hai l n b                 ”  

   “ C  hai l n b                       ”  

   “L n b n th  nh                 n b n th                      ”  

Bài 5: M t b nh truy n nhi m có xác su t truy n b nh là 0,8 n u ti p xúc v       i b nh 

               ẩu trang; là 0,1 n u ti p xúc v       i b                ẩu trang. Anh 

Lâm ti p xúc v          i b nh hai l                  t l         ẩu trang và m t l n 

            ẩu trang. Tính xác su t anh Lâm b  lây b nh t      i b nh mà anh ti           
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 ÀI     I N CỐ H P VÀ QU  T C CỘNG   C SU T 

 

1. Bi n c  h p 

Cho hai bi n c  A và B . Bi n c  “ A    c B x     ”        u là A B,    c g i là bi n c  

h p c a A và B. 

                                                                                               

Chú ý: Bi n c  A B x y ra khi có ít nh t m t trong hai bi n c  A và B x y ra. T p h p 

mô t  bi n c  A B là h p c a hai t p h p mô t  bi n c  A và bi n c  B. 

Ví dụ 1: M t h p ch                                                   c và kh      ng. 

L y ra ng           ng th i 2 viên bi t  h p. G i A là bi n c  “H                    u có 

        ”  B       n c  “H                               ”  

a) Có bao nhiêu k t qu  thu n l i cho bi n c  A? Có bao nhiêu k t qu  thu n l i cho bi n c  

B? 

b) Hãy mô t  b ng l i bi n c  A B và tính s  k t qu  thu n l i cho bi n c  A B . 

                                             Gi i 

a) S  k t qu  thu n l i cho bi n c  A là 
2

5C 10.  

   S  k t qu  thu n l i cho bi n c  B là 2

3C 3.  

b) A B là bi n c  “H                             ”  S  k t qu  thu n l i cho bi n c   

A B là 
2 2

5 3C C 13  . 

Ví dụ 2: Th c hi n hai thí nghi m. G i 1T  và 2T  l      t là các bi n c  “T        m th  

nh             ”    “Thí nghi m th  hai thành công”  H      u di n các bi n c  sau theo 

hai bi n c  1T  và 2T . 

   A  “ C        t m t trong hai thí nghi             ”  

   B  “C         t trong hai thí nghi             ”  

                                          Gi i 

a) 1 2A T T ;                                                  b) 1 2 1 2B T T T T .   
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Ví dụ 3: M t l p h c có 15 h c sinh nam và 17 h c sinh n . Ch n ra ng u nhiên 3 h c sinh 

c a l p. G i A là bi n c  “ C  3 h           c ch     u là n ”  B       n c  “C      c sinh 

n  trong 3 h           c ch  ”  

a) Có bao nhiêu k t qu  thu n l i cho bi n c  A? Có bao nhiêu k t qu  thu n l i cho bi n c  

B? 

b) Hãy mô t  b ng l i bi n c  A B và tính s  k t qu  thu n l i cho bi n c  A B . 

2. Quy t c c ng xác suất 

Quy t c c ng cho hai bi n c  xung kh c 

Cho hai bi n c  xung kh   A    B  K      

               P(A B) P(A) P(B)    

Ví dụ 4: M     i tình nguy n g m 9 h c sinh kh i 10 và 7 h c sinh kh i 11. Ch n ra ng u 

nhiê                  i. Tính xác su t c a bi n c  “ C             c ch n h c cùng m t 

kh  ”  

                                                  Gi i 

G i A là bi n c  “C  3 h           c ch     u thu c kh     ”    B       n c  “C  3 h c 

        c ch     u thu c kh     ”  K      A B là bi n c  “C             c ch n h c 

cùng m t kh  ”  D  A    B           n c  xung kh c nên P(A B) P(A) P(B)   . 

Ta th y 
3

9

3

16

C
P(A)

C
  và 

3

7

3

16

C
P(B)

C
  nên 

3 3

9 7

3

16

C C 17
P(A B)

80C


   . 

Quy t c c ng cho hai bi n c  bất kì 

Cho hai bi n c   A    B  K      

               P(A B) P(A) P(B) P(AB)    . 

Ví dụ 5: M t h p ch a 100 t m th  cùng lo                l      t t      n 100. Ch n 

ng u nhiên 1 th  t  h p. Tính xác su t c a bi n c  “S  ghi trên th     c ch n chia h t cho 3 

ho    ”  

                                                                Gi i 

G i A là bi n c  “S  ghi trên th     c ch n chia h        ”    B       n c  “S  ghi trên th  

   c ch n chia h t cho 5”. 

A B  là bi n c  “S  ghi trên th     c ch n chia h t cho 3 ho    ”  

T      n 100 có 33 s  chia h t cho 3 nên 
33

P(A) 0,33.
100

   
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T      n 100 có 20 s  chia h t cho 5 nên 
20

P(B) 0,2.
100

   

M t s  chia h t cho c  3 và 5 khi nó chia h t cho 15. T      n 100 có 6 s  chia h t cho 15 

nên 
6

P(AB) 0,06.
100

   

V y P(A B) P(A) P(B) P(AB) 0,33 0,2 0,06 0,47.         

BÀI T P 

Bài 1: M t h p ch a 5 qu  bóng xanh, 6 qu          và 2 qu  bóng vàng có cùng kích 

    c và kh      ng. Ch n ra ng u nhiên t  h p 3 qu  bóng. Tính xác su t c a các bi n c : 

   “C  3 qu  bóng l              ”  

   “C        t 2 qu  bóng xanh trong 3 qu  bóng l     ”  

Bài 2  T                Hà N i v         n Hùng   Phú Th  ,  Bình, Minh và 5 b n khác 

ng i vào 7 chi c gh  trên m t xe ôtô 7 ch . Khi xe quay l i Hà N i, m i b n l i ch n ng i 

ng u nhiên m t gh . Tính xác su t c a bi n c  “ C        t m t trong hai b n Bình và Minh 

v n ng                       ”  

Bài 3: Cho hai bi n c  A    B   c l p v i nhau. 

a) Bi t P(A) = 0,3 và P(AB) = 0,2. Tính xác su t c a bi n c  A B . 

b) Bi t P(B) = 0,5 và P(A B) 0,7.   Tính xác su t c a bi n c  A. 

Bài 4: Lan gieo m                       i 3 l     c l p v i nhau. Bi t xác su t xu t hi n 

m t s p trong m i l          u b ng 0,4. S  d          hình cây, tính xác su t c a bi n c  

“C                     c m t s p trong 3 l       ”  

Bài 5: M t h p ch a 50 t m th  cùng lo                l      t t      n 50. L y ra ng u 

        ng th i 2 th  t  h p. Tính xác su t c a các bi n c : 

   A  “ T ng các s  ghi trên 2 th  l y ra là s  ch n”; 

   B  “T           ghi trên 2 th  l y ra chia h        ”  
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BÀI T P CUỐI CH  NG I  

Bài 1: Cho A và B là hai bi n c  th a mãn P(A) = 0,5; P(B) = 0,7 và P(A B) 0,8.   

a) Tính xác su t c a các bi n c  AB, AB  và AB . 

b) Hai bi n c  A    B      c l p hay không? 

Bài 2: V  tinh A l      t truy n m         n v       B       n khi v  tinh B ph n h         

nh      c. Bi t kh          tinh B ph n h              c tin   m i l n A g        c l p 

v i nhau và xác su t ph n h i m i l     u là 0,4. S  d          hình cây, tính xác su t v  

tinh A ph i g i tin không quá 3 l n. 

Bài 3: Gieo 2 con xúc x                ng ch t. Tính xác su t c a bi n c  “T       ch m 

xu t hi n trên hai con xúc x c chia h        ”  

Bài 4: M t h p có 5 qu  bóng xanh, 6 qu          và 4 qu                        c và 

kh                   C  n ra ng u nhiên t  h p 4 qu  bóng. Tính xác su t c a các bi n c : 

A  “C  4 qu  bóng l                 ”  

B  “T                              ”. 

Bài 5  C  ng, Tr ng và 6 b n n  x p ng u nhiên thành m                 ch p  nh. Tính 

xác su t c a bi n c  “C        t m t trong hai b   C  ng và Tr      ng           ”  

Bài 6: Ch n ng u nhiên 3 trong s       nh c a m             u 24 c nh. Tính xác su t c a 

bi n c  “          c ch          nh c a m t tam giác cân ho c m                 ”  

Bài 7: Ch n ng u nhiên m t s  t  t p h p các s  t  nhiên có 3 ch  s . Tính xã su t c a các 

bi n c : 

A  “S     c ch n chia h t cho 2 ho    ”  

B  “S     c ch n có t ng các ch  s  là s  ch  ” 

 

 


