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52QUAN HỆ SONG SONG TRONG KHÔNG GIAN
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CHƯƠNG I. HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC VÀ PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC
Mục tiêu:

Sau khi nghiên cứu xong chương này, sinh viên có thể:

- Biểu diễn được các góc lượng giác trên đường tròn lượng giác và tính được các giá trị lượng giác của chúng.

- Sử dụng được các hệ thức cơ bản giữa các giá trị lượng giác, công thức cộng, công thức nhân đôi, công thức biến đổi tích thành tổng và công thức biến đổi tổng thành tích để giải các bài toán lượng giác.

- Giải quyết được một số vấn đề thực tiễn gắn với giá trị lượng giác của góc lượng giác và các phép biến đổi lượng giác

      - Nhận biết được hàm số chẵn, hàm số lẻ, hàm số tuần hoàn và các đặc trưng của đồ thị của chúng.

     - Vẽ được đồ thị hàm số y= sinx, y = cosx, y =tanx, y= cotx và giải thích được các tính chất cơ bản của chúng.

    - Giải quyết được một số vấn đề thực tiễn gắn với hàm số lượng giác;

BÀI 1.  GÓC LƯỢNG GIÁC
1. Góc lượng giác
1.1. Khái niệm góc lượng giác

	Cho hai tia Oa, Ob.
· Nếu một tia Om quay quanh gốc O của nó theo một chiều cố định bắt đầu từ vị trí tia Oa và dừng ở vị trí tia Ob thì ta nói tia Om quét một góc lượng giác có tia đầu Oa, tia cuối Ob. Kí hiệu (Oa, Ob).
· Khi tia Om quay một góc 
[image: image1.wmf]a

, ta nói số đo của góc lượng giác (Oa, Ob) bằng 
[image: image2.wmf]a

, kí hiệu Sđ (Oa, Ob) = 
[image: image3.wmf]a

.
Quy ước: Chiều quay ngược chiều quay của kim đồng hồ là chiều dương và chiều quay cùng chiều kim đồng hồ là chiều âm.
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[image: image5.wmf](Chú ý: Với hai tia Oa và Ob cho trước có vô số góc lượng giác tia đầu Oa và tia cuối Ob. Ta kí hiệu (Oa, Ob) cho tất cả các góc lượng giác này.

Ví dụ 1: Xác định số đo của các góc lượng giác (Oa, Ob) trong hình sau:                                    
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                                                           Giải

 Số đo của góc lượng giác (Oa, Ob) trong trường hợp a là 
[image: image7.wmf]0
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 Số đo của góc lượng giác (Oa, Ob) trong trường hợp b là 
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 Số đo của góc lượng giác (Oa, Ob) trong trường hợp c là 
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 Số đo của góc lượng giác (Oa, Ob) trong trường hợp d là 
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[image: image11.wmf](Nhận xét: Số đo của các góc lượng giác có cùng tia đầu Oa và tia cuối Ob sai khác nhau một bội số nguyên của 
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 nên có công thức tổng quát là:
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Ví dụ 2: Cho 
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0

MON60

=

. Xác định số đo của các góc lượng giác được biểu diễn trong hình dưới đây và viết công thức tổng quát của số đo góc lượng giác (OM, ON).
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1.2. Hệ thức Chasles (Sa-lơ)

Với ba tia Oa, Ob và Oc bất kì, ta có:
[image: image1860.wmf]0
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[image: image16.wmf](Nhận xét: Từ hệ thức Sa –lơ ta suy ra:

 Với ba tia tùy ý Ox, Ou, Ov ta có:

 Sđ(Ou, Ov) = Sđ(Ox, Ov) – Sđ(Ox, Ou) + k
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Ví dụ 3: Cho một góc lượng giác (Ox, Ou) có số đo 
[image: image18.wmf]0
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 và một góc lượng giác

 (Ox, Ov) = 
[image: image19.wmf]0
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. Tính số đo của các góc lượng giác (Ou, Ov).
                                             Giải

Số đo của các góc lượng giác tia đầu Ou, tia cuối Ov là:
Sđ(Ov, Ov) = Sđ(Ox, Ov) – Sđ(Ox, Ou) +k
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2. Đơn vị radian
· Trên đường tròn bán kính R tùy ý, góc ở tâm chắn một cung có độ dài đúng bằng R được gọi là một góc có số đo là 1 radian (đọc là 1 ra –di – an, viết tắt 1 rad)
                                     [image: image24.png]



· Công thức chuyển đổi số đo góc từ đơn vị radian sang độ và ngược lại:
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Ví dụ 4: Đổi các số đo góc sau đây từ radian sang độ và ngược lại:

  a) 
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· Chú ý: - Khi ghi số đo của một góc theo đơn vị radian, ta thường bỏ chữ rad sau số đo. Ví dụ: 
[image: image33.wmf]3
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 rad, viết là: 
[image: image34.wmf]3
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;
                       -Với đơn vị rad, công thức số đo tổng quát góc lượng giác (Oa, Ob) là:
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2. Đường tròn lượng giác

· Đường tròn lượng giác là đường tròn có tâm tại gốc tọa độ, bán kính bằng 1, được định hướng và lấy điểm A(1; 0) làm điểm gốc của đường tròn.

                                                         [image: image36.png]



· Điểm trên đường tròn lượng giác biểu diễn góc lượng giác có số đo 
[image: image37.wmf]a

 (độ hoặc radian) là điểm M trên đường tròn lượng giác sao cho Sđ(Oa, OM) =
[image: image38.wmf]a

.
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                                          BÀI TẬP 

Bài 1. Đổi số đo của các góc sau đây sang radian:
a) 
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[image: image41.wmf]0

115

-

                 c) 
[image: image42.wmf]0

3

æö

ç÷

p

èø


Bài 2. Đổi số đo của các góc sau đây sang độ:
a) 
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Bài 3. Biểu diễn các góc lượng giác sau trên đường tròn lượng giác:

a) 
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Bài 4. Góc lượng giác 
[image: image49.wmf]31
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 có cùng điểm biểu diễn trên đường tròn lượng giác với góc lượng giác nào sau đây?
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Bài 5. Viết công thức số đo tổng quát của các góc lượng giác(OA, OM) và (OA, ON) trong hình sau: 
                                                                                                              [image: image51.png]an
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Bài 6: Trong hình, mâm bánh xe ôtô được chia thành năm phần bằng nhau. Viết công thức số đo tổng quát  của góc lượng giác (Ox, ON).
                                                                                                [image: image52.png]



BÀI 2. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT GÓC LƯỢNG GIÁC
1. Giá trị lượng giác của góc lượng giác
Định nghĩa: Trên đường tròn lượng giác, gọi M là điểm biểu diễn góc lượng giác có số đo 
[image: image53.wmf]a

. Khi đó:

· Tung độ 
[image: image54.wmf]M
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 của M gọi là sin của 
[image: image55.wmf]a

, kí hiệu: sin
[image: image56.wmf]a

;
· Hoành độ 
[image: image57.wmf]M

x

 của M gọi là côsin của 
[image: image58.wmf]a

, kí hiệu: cos
[image: image59.wmf]a

;
· Nếu 
[image: image60.wmf]M
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 gọi là tang của 
[image: image62.wmf]a

, kí hiệu: tan
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;
· Nếu 
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 gọi là côtang của 
[image: image66.wmf]a

, kí hiệu: cot
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;
Các giá trị 
[image: image68.wmf]sin,cos,tan,cot

aaaa

gọi là các giá trị lượng giác của góc 
[image: image69.wmf]a
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Chú ý:
a) Trục hoành là trục côsin, trục tung là trục sin;
Trục As có gốc ở điểm A(1;0) và song song với trục sin gọi là trục tang;
Trục Bt có gốc ở điểm B(0; 1) và song song với trục côsin gọi là trục côtang;
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b) sin
[image: image72.wmf]a

, cos
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 xác định với mọi 
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tan
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 xác định với 
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cot
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 xác định với 
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c) Với mọi góc lượng giác 
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 và k
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, ta có:
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d) Bảng giá trị lượng giác của một số góc 
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 đặc biệt với 
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Giá trị lượng giác
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Ví dụ 1 : Tính 
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 và 
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                           Giải

Vì điểm biểu diễn của góc
[image: image114.wmf]2
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 và góc
[image: image115.wmf]2

3

p

 trên đường tròn lượng giác đối xứng nhau qua trục hoành, nên chúng có cùng hoành độ và tung độ đối nhau. Do đó :
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Vì 
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 2.Tính giá trị lượng giác của một góc bằng máy tính cầm tay
Bằng máy tính cầm tay, ta có thể tính giá trị lượng giác của một góc lượng giác bất kì. Trước khi tính, cần chọn đơn vị đo góc như sau :
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Ví dụ 2: Sử dụng máy tính cầm tay để tính 
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 3. Hệ thức cơ bản giữa các giá trị lượng giác của một góc lượng giác
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 Ví dụ 3:  Cho 
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. Tính các giá trị lượng giác còn lại của góc 
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Ta có: 
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16

a+a=Þa=-a=



[image: image127.wmf]7

sin(n)

4

7

sin(l)

4

é

-

a=

ê

ê

Û

ê
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ê

ë

 Vì 
[image: image128.wmf]0

2

-p

<a<

 nên 
[image: image129.wmf]sin0

a<

  

Do đó  
[image: image130.wmf]sin7

tan

cos3

a-

a==

a

  và  
[image: image131.wmf]137

cot

tan7

-

a==

a

          

                                                        [image: image132.png]1

m




               
4. Giá trị lượng giác của các góc lượng giác có liên quan đặc biệt     

· Hai góc đối nhau: 
[image: image133.wmf]a

 và 
[image: image134.wmf]-a


Các điểm biểu diễn của hai góc 
[image: image135.wmf]a

 và 
[image: image136.wmf]-a

 đối xứng qua trục Ox, nên ta có:
     [image: image137.png]sin(-a) =-sina
cos(~a) = cosa
tan(-a) = —tana
cot (—a) =—cota




                                 [image: image138.png]



· Hai góc hơn kém nhau 
[image: image139.wmf]p

: 
[image: image140.wmf]a

 và 
[image: image141.wmf]a+p


Các điểm biểu diễn của hai góc 
[image: image142.wmf]a

 và 
[image: image143.wmf]a+p

 đối xứng nhau qua gốc tọa độ O, nên ta có:

   [image: image144.png]sin(a + 1) =-sina
cos(a + 1) =—cosa
tan (o + ) = tan o
cota




                                      [image: image145.png]



· Hai góc bù nhau: 
[image: image146.wmf]a

 và 
[image: image147.wmf]p-a


Các điểm biểu diễn của hai góc 
[image: image148.wmf]a

 và 
[image: image149.wmf]p-a

 đối xứng nhau qua trục Oy, nên ta có:

    [image: image150.png]sin (m— o) =sin o

cos (T~ o) =—cos &
tan (1 — o)
cot (m—a

~tan o
—cota




                                       [image: image151.png]



· Hai góc phụ nhau 
[image: image152.wmf]a

 và 
[image: image153.wmf]2

p

-a


Các điểm biểu diễn của hai góc 
[image: image154.wmf]a

 và 
[image: image155.wmf]2

p

-a

 đối xứng nhau qua đường phân giác d của góc xOy, nên ta có:

[image: image156.png][7{ ] [u ]
sin(Z-a)=cosa  cos[Z-a|=sina
2 2

= (2-a)
tan | ——a [ =cota cot| ——a |=tana
7: 2



                    [image: image157.png]



Ví dụ 4:
 a) Biểu diễn 
[image: image158.wmf]0

cos638

 qua giá trị lượng giác của góc có số đo từ 
[image: image159.wmf]0

0

 đến 
[image: image160.wmf]0

45

.
 b) Biểu diễn 
[image: image161.wmf]19

cot

5

p

 qua giá trị lượng giác của góc có số đo từ 0 đến 
[image: image162.wmf]4

p

.

                                         Giải

a) 
[image: image163.wmf]00000000

cos638cos(822.360)cos(82)cos82cos(908)si
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=-+=-==-=

.

b) 
[image: image164.wmf]19
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BÀI TẬP
Bài 1. Các đẳng thức sau có thể đồng thời xảy ra không?
       a/ 
[image: image165.wmf]3

sin

5

a=

 và   
[image: image166.wmf]4

cos

5

-

a=

                                      b/ 
[image: image167.wmf]1

sin

3

a=

 và   
[image: image168.wmf]1

cot

2

a=

                                      
       c/  
[image: image169.wmf]tan3

a=

 và   
[image: image170.wmf]1

cot

3

a=

                                                                        

Bài 2. Cho  
[image: image171.wmf]5

cos

13

-

a=

. Tính 
[image: image172.wmf]15

sincos(13)

2

-p

æö

-a-p+a

ç÷

èø

.
Bài 3. Tính các giá trị lượng giác của góc 
[image: image173.wmf]a

, nếu:
      a/ 
[image: image174.wmf]5

sin

13

a=

 và   
[image: image175.wmf];

2

p

<a<p

                  b/
[image: image176.wmf]2

cos

5

a=

 và   
[image: image177.wmf]00

090;

<a<

   

      c/ 
[image: image178.wmf]tan3

a=

 và 
[image: image179.wmf]3

;

2

p

p<a<

                d/ 
[image: image180.wmf]1

cot

2

-

a=

 và 
[image: image181.wmf]00

270360;

<a<


Bài 4. Biểu diễn các giá trị lượng giác sau qua các giá trị của góc có số đo từ 0 đến 
[image: image182.wmf]4

p

 hoặc từ 
[image: image183.wmf]0

0

 đến 
[image: image184.wmf]0

45

 và tính:
      a/
[image: image185.wmf]31

cos

6

p


                  b/
[image: image186.wmf]129

sin

4

p

              c/

[image: image187.wmf]0

tan1020


               
Bài 5. Chứng minh các đẳng thức lượng giác sau:
a/
[image: image188.wmf]442

sincos12cos

a-a=-a



     b/
[image: image189.wmf]1

tancot

sincos

a+a=

aa


Bài 6.Rút gọn các biểu thức sau:

  a/ 
[image: image190.wmf]11

;

tan1cot1

+

a+a+




    b/
[image: image191.wmf]cossin()

2
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  c/ 
[image: image192.wmf]sincos(6)tan()cot(3)
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BÀI 3. CÁC CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC
 1.Công thức cộng
[image: image193.png]« cos(a+ B) = coscecosp—sinasin  * cos(a—P) = cosacosP + sinasinP
e sin(a+p)=sinccosp+cosasinp  *sin(c—B)=sinccosP - cosasinp

tana i tanp + tan(a—p) = 22e—t0B

« tan(a + B) = Erteae
l-tanatanp l+tanatanB




Ví dụ 1: Tính giá trị của 
[image: image194.wmf]sin

12

p

 và 
[image: image195.wmf]tan

12

p

.
                                             Giải


[image: image196.wmf]322162
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[image: image197.wmf]tantan
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2. Công thức góc nhân đôi
Công thức tính các giá trị lượng giác của góc 
[image: image198.wmf]2

a

 qua các giá trị lượng giác của góc 
[image: image199.wmf]a

 được gọi là công thức góc nhân đôi.
  [image: image200.png]* cos20 = cos’a — sin*o. = 2cos’a — | = 1 — 2sis

*sin2a = 2sinacosa

2tana
*tan2e= ———

I-tan’ o




Ví dụ 2: Tính 
[image: image201.wmf]cos

8

p

 và 
[image: image202.wmf]tan

8

p


                              Giải

Áp dụng công thức nhân đôi: 
[image: image203.wmf]2

cos22cos1

a=a-

, ta có:

[image: image204.wmf]2
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1cos2.
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Vì 
[image: image205.wmf]0

82

pp

<<

 nên 
[image: image206.wmf]cos0

8

p

>

. Do đó 
[image: image207.wmf]22

cos

82

p+

=

.
Lại có: 
[image: image208.wmf]22
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1tantan11322

coscos
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Vì 
[image: image209.wmf]0

82

pp

<<

 nên 
[image: image210.wmf]tan0

8

p

>

. Do đó: 
[image: image211.wmf]tan32221

8

p

=-=-

.

BÀI TẬP

Bài 1. Không dùng máy tính cầm tay, tính các giá trị lượng giác của các góc:
   a/
[image: image212.wmf]5

12

p

                            b/ 
[image: image213.wmf]0

555

-


Bài 2. Tính 
[image: image214.wmf]sin

6

p

æö

a+

ç÷

èø

, 
[image: image215.wmf]cos

4

p

æö

-a

ç÷

èø

 biết 
[image: image216.wmf]5

sin

13

-

a=

 và 
[image: image217.wmf]3

2

p

p<a<

.
Bài 3. Tính các giá trị lượng giác của góc 
[image: image218.wmf]2,

a

biết:

  a/
[image: image219.wmf]3

sin

3

a=

 và 
[image: image220.wmf]0

2

p

<a<

;      b/ 
[image: image221.wmf]3

sin

24

a

=

 và 
[image: image222.wmf]2

p<a<p

.
Bài 4. Rút gọn các biểu thức sau:

  a/ 
[image: image223.wmf]2sincos;

4

p

æö

a+-a
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èø

        b/ 
[image: image224.wmf](

)

2

cossinsin2;

a+a-a


Bài 5. Tính các giá trị lượng giác của góc 
[image: image225.wmf]a

, biết:

  a/ 
[image: image226.wmf]2

cos2

5

a=

 và 
[image: image227.wmf]0

2

-p

<a<

;     b/ 
[image: image228.wmf]4

sin2

9

-

a=

và 
[image: image229.wmf]3

24
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.

Bài 6. Chứng minh rằng trong tam giác ABC, ta có sinA= sinBcosC + SinCcosB.
Bài 7. Cho tam giác ABC vuông tại B và có hai cạnh góc vuông là AB = 4, BC =3. Vẽ điểm D nằm trên tia đối của tia CB thỏa mãn 
[image: image230.wmf]·

0

CAD30

=

. Tính tan
[image: image231.wmf]·

BAD,

từ đó tính độ dài cạnh CD.                       
[image: image232.png]



BÀI 4. HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC VÀ ĐỒ THỊ
1. Hàm số lượng giác
 [image: image233.png]Ham 56 sin 1a quy the dat twong tmg mdi s6 thyc x véi s thue sin, ki higu y = sinx.
Ham 56 cosin 1 quy tic dat twong tmg mdi s6 the x véi sb thye cosx, ki higu y = cosx.
Ham s6 tang 13 ham s6 duge xéc dinh boi cong thire

sinx

voix# Z + ke (k € Z), ki higu y = tanx.
cosx 2

ang 13 him s6 duge xéic dinh boi cong thie

cosx

y=

V6ix#km (k & Z), ki higu y = cotx.

sinx




2. Hàm số chẵn, hàm số lẻ, hàm số tuần hoàn
· Hàm số chẵn, hàm số lẻ

 [image: image234.png]* Ham s6 y = /(x) vi tap xac dinh D dugc goi 1a ham sé chdn néu véi moi x € D
taco—x € D vif(=)=/(x).

* Ham sb y = f(x) v6i tap xéc dinh D duge goi 1a ham sé Ié néu véi moi x € D taco
—x € Dvaf(—=x)=—f(x).




Chú ý: Đồ thị của hàm số chẵn nhận trục tung làm trục đối xứng; Đồ thị của hàm số lẻ nhận gốc tọa độ làm tâm đối xứng.
Ví dụ 1: Xét tính chẵn, lẻ của các hàm số lượng giác y = cosx, y = tanx
                                             Giải

a) Hàm số y=cosx có tập xác định là 
[image: image235.wmf]¡

. Với mọi 
[image: image236.wmf]x

Î

¡

, ta có 
[image: image237.wmf]x

-Î

¡

 và cos(-x) = cosx. 
Do đó hàm số y= cosx là hàm số chẵn.

b) Hàm số y = tanx có tập xác định là 
[image: image238.wmf]\kk
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Với mọi 
[image: image239.wmf]xk(k)

2

p

¹+pÎ

¢

, ta có: 
[image: image240.wmf]xk(k)
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-¹--pÎ

¢

, cũng có nghĩa là
[image: image241.wmf]xk(k)
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hay 
[image: image242.wmf]x\kk
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Mặt khác: tan(-x) = -tanx. Do đó hàm số y = tanx là hàm số lẻ.

· Hàm số tuần hoàn
 [image: image243.png]Ham sb y = £ (x) véi tap xéc dinh D duge goi la ham 56 tudn hoan néu ton tai mot s6
Tkhic 0 sa0 cho v6i moix € Dtacox+ T e Dvif(x+T)=f(x).

S6 T duong nho nhét thoa man cée diéu kién trén (néu c6) dwoc goi la chu ki cia
ham sé tuan hoan )





Ví dụ 2: Xét tính tuần hoàn của hàm số y = sinx và hàm số y = tanx.
                                                          Giải
Ta có: 
[image: image244.wmf]sinxsin(x2),x

=+p"Î

¡



[image: image245.wmf]tan(x)tanx,xk,k

2

p

+p="¹+pÎ

¢


Do đó hàm số y = sinx và hàm số y = tanx là các hàm số tuần hoàn.

Chú ý: a) Các hàm số y = sinx và hàm số y = cosx tuần hoàn với chu kì 


[image: image246.wmf]2

p


            b) Các hàm số y = tanx và hàm số y = cotx tuần hoàn với chu kì


[image: image247.wmf]p


3. Đồ thị của các hàm số lượng giác
· Hàm số y =sinx
 [image: image248.png]~ Ham s6 tuan hoan véi chu ki 27

- Ham s I¢, ¢6 b thi dbi xing qua gbc toa dd O.

- Ham s6 ddng bién trén cic khoang (72411(, gﬁ»an] (k € Z) va nghich bién trén

cac khoing [;wu; %"nu] (keZ).




            [image: image249.png]



· Hàm số y =cosx
[image: image250.png]— Ham s tuan hoan voi chu ki 2.
— Ham s chan, ¢6 do thi déi ximg qua truc Oy.

— Ham s6 dong bién trén cic khoang (—n + k27; k27) (k € Z) va nghich bién trén
céc khodng (k27 7 + k2r) (k € Z),




[image: image251.png]



· Hàm số y =tanx
[image: image252.png]— Ham s tuan hoan véi chu ki 7.
—Ham s6 1¢, ¢6 d6 thi doi ximg qua géc toa o O.

— Ham sé déng bién trén cic khodng [ §+kn, §+kn] (ke Z).




                             [image: image253.png]F
E





· Hàm số y =cotx

[image: image254.png]— Ham s6 tuén hoan véi chu ki 7.
— Ham 56 1¢, c6 db thi déi ximg qua gdc toa do 0.
— Ham s6 nghich bién trén céc khoang (kx; 7 + k) (k € Z).




                                [image: image255.png]


 
                                                                 BÀI TẬP
Bài 1: Các hàm số dưới đây có là hàm số chẵn hay hàm số lẻ không?
a) 
[image: image256.wmf]2

y5sinx1

=+

;            b) 
[image: image257.wmf]ycosxsinx

=+

;            c) y =tan2x

Bài 2: Tìm tập xác định của các hàm số sau:

 a) 
[image: image258.wmf]1

y

cosx

=

;                      b) 
[image: image259.wmf]ytanx

4

p

æö

=+

ç÷

èø

;                   c) 
[image: image260.wmf]2

1

y

2sinx

=

-


Bài 3: Tìm tập giá trị của hàm số 
[image: image261.wmf]y2cosx1

=+

.

Bài 4: Dựa vào đồ thị hàm số 
[image: image262.wmf]ysinx

=

, xác định các giá trị 
[image: image263.wmf]x[;]

Î-pp

 thỏa mãn 
[image: image264.wmf]1

sinx

2

=

.

Bài 5:  Khi đu quay hoạt động, vận tốc theo phương ngang của một cabin M phụ thuộc vào góc lượng giác 
[image: image265.wmf](

)

Ox,OM

a=

theo hàm số 
[image: image266.wmf](

)

x

v0,3sinm/s

=a

  (Hình vẽ).
a) Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 
[image: image267.wmf]x

v

;

b) Dựa vào đồ thị của hàm số sin, hãy cho biết trong vòng quay đầu tiên 
[image: image268.wmf](

)

02

£a£p

 góc 
[image: image269.wmf]a

 ở trong các khoảng nào thì 
[image: image270.wmf]x

v

 tăng.

                                                       [image: image271.png]



                                       BÀI 5. PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC CƠ BẢN
1. Phương trình tương đương

Hai phương trình được gọi là tương đương ( 
[image: image272.wmf]Û

) nếu chúng có cùng tập nghiệm.
Ví dụ 1: Phương trình 
[image: image273.wmf]2

x40

-=

 tương đương với phương trình nào sau đây?

a) 
[image: image274.wmf]2

2x8

=

;                b) 
[image: image275.wmf]2

11

x4

x2x2

-+=

--


                            Giải

a) Hai phương trình
[image: image276.wmf]2

x40

-=

 và 
[image: image277.wmf]2

2x8

=

có cùng tập nghiệm 
[image: image278.wmf]{2;2}

-

 nên hai phương trình này tương đương.

b) Ta có: 
[image: image279.wmf]x2

=

 là một nghiệm của phương trình 
[image: image280.wmf]2

x40

-=

nhưng không là nghiệm của phương trình 
[image: image281.wmf]2

11

x4

x2x2

-+=

--

. Do đó hai phương trình này không tương đương với nhau.

· Chú ý: Để giải phương trình ta thường biến đổi phương trình đó thành một phương trình tương đương đơn giản hơn. Một số phép biến đổi tương đương thường dùng:
+ Cộng hoặc trừ hai vế của phương trình với cùng một số hoặc cùng một biểu thức mà không làm thay đổi điều kiện của phương trình;

+ Nhân hoặc chia hai vế của phương trình với cùng một số khác 0 hoặc cùng một biểu thức luôn có giá trị khác 0 mà không làm thay đổi điều kiện của phương trình;

2. Phương trình sinx = m

    [image: image282.png]Xét phrong trinh sinx = m.

© Néu |m| > 1 thi phuong trinh vo nghiém.

o Néu | < 1 thi phuong trinh ¢6 nghiém:
x=a+RnkeZ

—atin ke,

Véi o 1a géc thuge

2] s chosina -




[image: image283.png]Sm 2n T
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· Chú ý: 

a) Một số trường hợp đặc biệt:

       
[image: image284.wmf]sinx1xk2,k;
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[image: image285.wmf]sinx1xk2,k;
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[image: image286.wmf]sinx0xk,k;
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b) 
[image: image287.wmf]uvk2
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c) 
[image: image288.wmf]00
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Ví dụ 2: Giải các phương trình sau:
a) 
[image: image289.wmf]3

sinx
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;      b) 
[image: image290.wmf]3
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                                     Giải

a) 
[image: image292.wmf]3
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b) Vì 
[image: image294.wmf]3
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c) 
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[image: image297.wmf]00
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3. Phương trình cosx =m

[image: image298.png]Xét phuong trinh cosx = m.

o Néu |m| > 1 thi phuong trinh v nghiém.
© Néu || < 1 thi phuong trinh ¢6 nghi¢m:
—a+kmkeZ
=o+knkeZ,
véi o 1a goc thude [0; 7] sao cho cosa = m.

Vax





· Chú ý:
a) Một số trường hợp đặc biệt:

      
[image: image299.wmf]cosx1xk2,k;
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b) 
[image: image302.wmf]uvk2
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c) 
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Ví dụ 3: Giải các phương trình sau:
a) 
[image: image304.wmf]cosx3
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;      b) 
[image: image305.wmf]0
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                                             Giải

a) Vì 
[image: image307.wmf]31
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b) 
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c) 
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4. Phương trình tanx =m
   [image: image312.png]Vi moi sé thue m, phuong trinh tanx = m ¢6 nghigm
x=a+hnkeZ,

n
voi o la goe thuge ( 5 ;J sao cho tana = m.





                                          [image: image313.png]



· Chú ý: 
[image: image314.wmf]000
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Ví dụ 4: Giải các phương trình sau:

 a) 
[image: image315.wmf]tanx3;
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                 b) 
[image: image316.wmf]tan2xtan;
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                                           Giải

 a) 
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Vậy phương trình có nghiệm là 
[image: image319.wmf]xk,k
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 b) 
[image: image320.wmf]tan2xtan2xk,k
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Vậy phương trình có nghiệm là 
[image: image322.wmf]xk,k
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5. Phương trình cotx = m

 [image: image323.png]Vi moi s6 thye m, phuong trinh cotx = m ¢6 nghiém
x=atkmkeZ,

véi o 1a gée thude (0; 7) sao cho cota = m.

y=cotx
| 4 | ' '
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= ol 3 o 3





· Chú ý: 
[image: image324.wmf]000
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Ví dụ 5: Giải các phương trình sau:

  a) 
[image: image325.wmf]3
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                                   b) 
[image: image326.wmf]cot3xcot;
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                                     Giải

a) 
[image: image327.wmf]32
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Vậy phương trình có nghiệm là 
[image: image329.wmf]2
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 b) 
[image: image330.wmf]cot3xcot3xk,k
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Vậy phương trình có nghiệm là 
[image: image332.wmf]xk,k
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                                                         BÀI TẬP

Bài 1: Giải các phương trình lượng giác sau:

a) 
[image: image333.wmf]1

sin2x;

2

=

                    b) 
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          c) 
[image: image335.wmf]sin4xcosx0;
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Bài 2: Giải các phương trình lượng giác sau:

a) 
[image: image336.wmf]3

cosx;
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         b) 
[image: image337.wmf]5
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                 c) 
[image: image338.wmf]2
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Bài 3: Giải các phương trình lượng giác sau:

a) 
[image: image339.wmf]0

tanxtan55;
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                      b) 
[image: image340.wmf]tan2x0;
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Bài 4: Giải các phương trình lượng giác sau:

a) 
[image: image341.wmf]1

cotx1;
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                      b) 
[image: image342.wmf]3
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Bài 5: Tại các giá trị nào của x thì đồ thị hàm số 
[image: image343.wmf]ycosx
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 và  
[image: image344.wmf]ysinx
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 giao nhau?

Bài 6: Trong hình sau, khi được kéo ra khỏi vị trí cân bằng ở điểm O và buông tay, lực đàn hồi của lò xo khiến vật A gắn ở đầu của lò xo dao động quanh O. Tọa độ s (cm) của A trên trục Ox vào thời điểm t (giây) sau khi buông tay được xác định bởi công thức 
[image: image345.wmf]s10sin10t
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. Vào các thời điểm nào thì 
[image: image346.wmf]s53
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 cm?

                          [image: image347.png]



(BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG I
Bài 1: Cho 
[image: image348.wmf]1
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 và 
[image: image349.wmf]0
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. Tính :

a) 
[image: image350.wmf]sin;
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            b) 
[image: image351.wmf]sin2;
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              c) 
[image: image352.wmf]cos;
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Bài 2: Chứng minh đẳng thức lượng giác:

a) 
[image: image353.wmf]22

sin()sin()sinsin
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;
b) 
[image: image354.wmf]44
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Bài 3: Nghiệm dương nhỏ nhất của phương trình 
[image: image355.wmf]sinxsin2x0
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 là bao nhiêu?

Bài 4: Giải các phương trình sau:

a) 
[image: image356.wmf]sin2xcos3x0;
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b) 
[image: image357.wmf]2

sinxcosx
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c) 
[image: image358.wmf]sinxsin2x0.
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Bài 5: Vận tốc v(cm/s) của một con lắc đơn theo thời gian t (giây) được cho bởi công thức:


[image: image359.wmf]v3sin1,5t
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 (Theo https://www.britannica.com/science/simple-harmonic-motion).
Xác định các thời điểm t mà tại đó:

a) Vận tốc con lắc đạt giá trị lớn nhất;

b) Vận tốc con lắc bằng 1,5 cm/s.

CHƯƠNG II. DÃY SỐ- CẤP SỐ CỘNG- CẤP SỐ NHÂN

Mục tiêu:

Sau khi nghiên cứu xong chương này, sinh viên có thể:

-Nhận biết được khái niệm, các tính chất cơ bản và cách xác định dãy số.

-Nhận biết được cấp số cộng và cấp số nhân. Giải thích được công thức xác định số hạng tổng quát của cấp số cộng và cấp số nhân.

- Tính được tổng của n số hạng đầu tiên của cấp số cộng và cấp số nhân.

     - Giải quyết được một số vấn đề thực tiễn gắn với dãy số.

BÀI 1. DÃY SỐ

1.Dãy số là gì?

Trong thực tế, chúng ta thường có nhu cầu đánh số thứ tự một loạt các giá trị số cần phải xử lí, từ đó đưa ra khái niệm dãy số:

[image: image360.png]Ham s6 u xéc dinh trén tap hop cic s nguyén duong N’ duoc goi 1a mot déy sé vé han
(hay goi tit I ddy sb), nghia Ia
wN >R
n = u,=u(n).
Day sb trén duoc ki higu 1a (u,)

Dang khai trién cua day s6 (u,) 1a: u;; u,;





· Chú  ý:

a) 
[image: image361.wmf]1
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 gọi là số hạng đầu, 
[image: image362.wmf]n
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 gọi là số hạng thứ n ( hay số hạng tổng quát) của dãy số.

b) Nếu
[image: image363.wmf]n
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 với mọi n, ta nói 
[image: image364.wmf]u(n)

là dãy số không đổi.

Ví dụ 1: Cho hàm số 
[image: image365.wmf]v:{1;2;3;4;5}
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[image: image366.wmf]nv(n)2n
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Tính v(1), v(2), v(3), v(4), v(5).

                                                     Giải
Hàm số xác định trên tập hợp các số nguyên dương 
[image: image367.wmf]*
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nên nó là một dãy số.

Ta có: 
[image: image368.wmf]v(1)2;v(2)4;v(3)6;v(4)8;v(5)10.
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[image: image369.png]Ham s6 u xéc dinh trén tap hop M= {1:2; 3; ...; m} thi dwoc goi la mot day s6 hitu han.
Dang khai trién cua day s6 nay la u,, w. ..., u,, trong d6 u, 1a 56 hang diu va u, la
56 hang cuéi.




Ví dụ 2: Cho 5 hình tròn theo thứ tự có bán kính 1; 2; 3; 4; 5.
a) Viết dãy số chỉ diện tích của 5 hình tròn này;

b) Tìm số hạng đầu và số hạng cuối của dãy số trên.

                                           Giải
a) Dãy số chỉ diện tích của 5 hình tròn là: 
[image: image370.wmf]22222
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b) Số hạng đầu 
[image: image371.wmf]1
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 số hạng cuối
[image: image372.wmf]5

u25;

=p


2. Cách xác định dãy số
[image: image373.png]Thong thuomng mét day so ¢6 thé dugce cho bang cac cach sau:
Cich 1 Liét ké cic s hang (v6i céc day s6 hitu han)
Cich 2: Cho cong thitc cia s6 hang tong quit u,
Cich 3: Cho hé thirc truy hdi, nghta 1a

* Cho s6 hang thir nhit u, (hodc mét vai sé hang déu tién);

« Cho mdt cdng thitc tinh u, theo u, _, (hodic theo vai s6 hang ding ngay trudc no).
Cich 4: Cho biing cich md ta





Ví dụ 3: Cho dãy số (
[image: image374.wmf]n
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) với 
[image: image375.wmf]n
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a) Tìm bốn số hạng đầu tiên;

b) Tính 
[image: image376.wmf]20

u

 và 
[image: image377.wmf]99
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.
                                                 Giải
a) Ba số hạng đầu tiên là: 
[image: image378.wmf]1234
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b) Ta có: 
[image: image379.wmf]20
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3. Dãy số tăng, dãy số giảm
[image: image381.png]Cho day s (u,).
Day sb (u,) duge goi la day sé tang néuu, > u,¥n € N'.

Day s6 (u,) duge goi la day sé giam néuu,_ <u,¥n e N




Ví dụ 5: Xét tính tăng, giảm của các dãy số sau:
a) 
[image: image382.wmf](
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             b) 
[image: image384.wmf](
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[image: image385.wmf]2
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           c) 
[image: image386.wmf](
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                                    Giải

a) Ta có: 
[image: image388.wmf]n1n
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 Vậy 
[image: image389.wmf](
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b) Ta có: 
[image: image390.wmf](
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 Vậy 
[image: image391.wmf](
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là dãy số tăng.

c) Ta có: 
[image: image392.wmf]123
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[image: image394.wmf](
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 không là dãy số tăng cũng không là dãy số giảm.

Ví dụ 6: Xét tính tăng, giảm của các dãy số sau:

a) 
[image: image395.wmf](
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             b) 
[image: image397.wmf](
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                                               Giải
a) Ta lập tỉ số hai số hạng liên tiếp của dãy số:


[image: image399.wmf]2
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Suy ra 
[image: image400.wmf]n1n
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Suy ra 
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[image: image404.wmf](
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4. Dãy số bị chặn                                      
[image: image405.png] Day s6 (u,) duge goi la day sb bi chdn trén néu ton tai mot s6 M sao cho
u, <M, Vn € N*

 Day sb (u,) duge goi la day sb bj chin dudi néu ton tai mot s6 m sao cho
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 Diy s6 (1,) duoc goi 12 day sb bi chdn néu n vira bi chan trén vira bi chan dudi,
nghia 12 t6n tai cic sb M va m sao cho
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Ví dụ 7: Xét tính bị chặn của các dãy số sau:

a) 
[image: image406.wmf](
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với 
[image: image409.wmf]n

n

b.

n1

=

+


                                                     Giải
a) Vì 
[image: image410.wmf]cos1
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Do đó dãy số 
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b) 
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 Do đó dãy số 
[image: image419.wmf](

)

n

b
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               BÀI TẬP
Bài 1: Tìm 
[image: image421.wmf]23
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Bài 2: Cho dãy số
[image: image424.wmf](
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Bài 3: Xét tính tăng, giảm của dãy số 
[image: image428.wmf](
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Bài 4: Xét tính bị chặn của các dãy số sau:

a) 
[image: image430.wmf](
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Bài 5: Cho dãy số 
[image: image434.wmf](
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 Chứng minh dãy số 
[image: image436.wmf](
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Bài 6: Cho dãy số 
[image: image437.wmf](
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 Tìm giá trị của a để:

a)  
[image: image439.wmf](
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là dãy số tăng;               b) 
[image: image440.wmf](
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BÀI 2. CẤP SỐ CỘNG
1. Cấp số cộng

[image: image441.png]Cip 56 cpng 1a mét dy 56 (vo han hodc hitu han) ma trong do, ké tir s6 hang thir hai, mdi
56 hang déu biing tong cua s6 hang ditng ngay trrde né véi mot s6 d khong doi, nghia la:

=u,+d véi ne N

S6 d duge goi 14 cong sai cua cép sb cong.




Ví dụ 1: Tìm cấp số cộng trong các dãy số sau:

a) 5;10;15;20;25;30.          b) 1;2;4;8           c) 7; 7; 7 ;7 ;7.
                                            Giải
a) Dãy số 5;10;15;20;25;30 là cấp số cộng với công sai d =5.

b) Dãy số 1;2;4;8 có 
[image: image442.wmf]2132
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 nên không phải là cấp số cộng.

c) Dãy số 7; 7; 7 ;7 ;7 là cấp số cộng với công sai là d =0.

Ví dụ 2: Cho cấp số cộng: 3; 6; 9; 12;... . Tìm số hạng đầu, công sai và 
[image: image443.wmf]5
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                                                      Giải
Cấp số cộng đã cho có số hạng đầu 
[image: image444.wmf]1
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Ta có 
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Ví dụ 3: Chứng minh mỗi dãy số sau là cấp số cộng. Xác định số hạng đầu và công sai của mỗi cấp số cộng đó.
a) Dãy số 
[image: image447.wmf](
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                                         Giải
a) Ta có: 
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Vậy dãy số 
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là cấp số cộng với số hạng đầu 
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b) Ta có: 
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Vậy dãy số 
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là cấp số cộng với số hạng đầu 
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Ví dụ 4: Cho a, b, c là ba số hạng liên tiếp của cấp số cộng. Tính b theo a và c.
        
Giải
Gọi d là công sai của cấp số cộng, ta có: d =b-a =c-b. Do đó 
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2. Số hạng tổng quát của cấp số cộng
Định lí 1

[image: image459.png]Néu mot cép s6 cong (u,) ¢ s6 hang diu u, va cong sai d thi s6 hang téng quat u, cia nd
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Ví dụ 5: Tìm số hạng tổng quát của các cấp số cộng sau: 
a) Cấp số cộng 
[image: image460.wmf](
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b) Cấp số cộng 
[image: image462.wmf](

)

n

v

có 
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                                      Giải
a)Ta có 
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Vậy số hạng tổng quát của cấp số cộng là 
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b) Ta có: 
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Vậy số hạng tổng quát của cấp số cộng là 
[image: image470.wmf]n
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3. Tổng của n số hạng đầu tiên của cấp số cộng
Định lí 2
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Ví dụ 6: 
a) Tính tổng 100 số nguyên dương đầu tiên.

b) Cho cấp số cộng 
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có 
[image: image473.wmf]46

uu20.

+=

Tính tổng 9 số hạng đầu tiên của cấp số cộng đó.
c) Cho cấp số cộng
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                                                  Giải
a) Ta sắp xếp 100 số nguyên dương đầu tiên thành cấp số cộng có 
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b) 
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c) Ta có: 
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Từ (1) và (2) ta được hệ phương trình
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Vậy 
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                                         BÀI TẬP
Bài 1: Chứng minh dãy số hữu hạn sau là cấp số cộng: 1; -3; -7;-11;-15.

Bài 2: Cho 
[image: image486.wmf](
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là cấp số cộng với số hạng đầu 
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Bài 3: Cho cấp số cộng 
[image: image489.wmf](

)

n

u

có số hạng đầu 
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a) Tìm 
[image: image491.wmf]12
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            b) Số 195 là số hạng thứ bao nhiêu của cấp số cộng đó?
Bài 4: Trong các dãy số sau đây, dãy số nào là cấp số cộng? Tìm số hạng đầu và công sai của nó.

a) 
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Bài 5: Tìm số hạng đầu và công sai của cấp số cộng
[image: image496.wmf](
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Bài 6: Một người muốn mua một thanh gỗ đủ để cắt ra làm các thanh ngang của một cái thang. Biết rằng chiều dài các thanh ngang của cái thang đó (từ bậc dưới cùng) lần lượt là 45cm, 43cm,41cm, ... , 31cm.
a) Cái thang đó có bao nhiêu bậc?

b) Tính chiều dài thanh gỗ mà người đó cần mua, giả sử chiều dài các mối nối (phần gỗ bị cắt thành mùn cưa) là không đáng kể.

                                                             [image: image500.png]



Bài 7: Khi một vậnđộng viên nhảy dù nhảy ra khỏi máy bay, giả sử quãng đường người ấy rơi tự do (tính theo feet) trong mỗi giây liên tiếp theo thứ tự trước khi bung dù lần lượt là: 16; 48; 80; 112; 144; ... (các quãng đường này tạo thành cấp số cộng).

a) Tính công sai của cấp số cộng trên;

b) Tính tổng chiều dài quãng đường rơi tự do của người đó trong 10 giây đầu tiên.

                                               [image: image501.png]



Bài 8: 
a) Tính tổng của 50 số tự nhiên chẵn đầu tiên;

b) Cho cấp số cộng 
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Tính tổng 30số hạng đầu tiên của cấp số cộng đó.

c) Cho cấp số cộng
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BÀI 3. CẤP SỐ NHÂN

1. Cấp số nhân

[image: image508.png]Cip 56 nhin 1a mét day s6 (hiru han hodc vo han) ma trong do, ké tir s6 hang thir hai,
'mi s6 hang déu bing tich cta s6 hang dimg ngay trude né v6i mot sb ¢ khong doi, nghta la:
Uy =, qV6i ne N

S6 ¢ duoc goi 1 céng bji cia cip s6 nhan.




Ví dụ 1: Tìm số hạng đầu và công bội của các cấp số nhân sau:
a) 3;6;12;24;48;...;             b) 1; 
[image: image509.wmf]1111
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       c) 9;9;9;9;9; ...

                                        Giải
a) Dãy số: 3;6;12;24;48; ... là cấp số nhân với 
[image: image510.wmf]1
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b) Dãy số1; 
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là cấp số nhân với 
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c) Dãy số 9; 9; 9; 9; 9, ... là cấp số nhân với 
[image: image514.wmf]1

u9

=
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Ví dụ 2: Trong các dãy số sau, dãy số nào là cấp số nhân? Tìm số hạng đầu và công bội của cấp số nhân đó.

a) 1; 11; 121; 12321; 1234321.            b) 1; -1; 1; -1; 1.      c) 4; 8; 12; 16.

                                         Giải
a) Dãy số 1; 11; 121; 12321; 1234321 là cấp số nhân với số hạng đầu 
[image: image515.wmf]1
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 và công bội 
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b) Dãy số1; -1; 1; -1; 1 là cấp số nhân với số hạng đầu
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c) Dãy số 4; 8; 12; 16 có
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· Chú ý: Dãy số 
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2. Số hạng tổng quát của cấp số nhân
Định lí 1
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Ví dụ 3: Cho cấp số nhân có 8 số hạng, số hạng đầu là 4374, số hạng cuối là 2. Tìm công bội của cấp số nhân đó.

                                    Giải
Ta có
[image: image522.wmf]1
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 và 
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Gọi q là công bội của cấp số nhân này, ta có:
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Ví dụ 4: Viết công thức số hạng tổng quát 
[image: image526.wmf]n
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theo số hạng đầu 
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 và công bội q của các cấp số nhân sau:

a) 5; 10; 20; 40; 80; ....            b) 
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3. Tổng của n số hạng đầu tiên của cấp số nhân
Định lí 2
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· Chú ý: Khi  q =1 thì 
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Ví dụ 5: Tính tổng 10 số đầu tiên của cấp số nhân 
[image: image531.wmf](
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q =2.
                                                      Giải
Áp dụng công thức 
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[image: image534.wmf](

)

10

10

10

112

s21023

12

-

===

-

.

Ví dụ 6: Tính tổng n số hạng đầu tiên của cấp số nhân
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                                             BÀI TẬP
Bài 1: Trong các dãy số sau, dãy số nào là cấp số nhân?

a) 
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Bài 2: Tìm số hạng đầu và công bội của cấp số nhân 
[image: image541.wmf](
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Bài 3: a) Số đo bốn góc của một tứ giác lập thành cấp số nhân. Tìm số đo của bốn góc đó, biết rằng số đo của góc lớn nhất gấp 8 lần số đo của góc nhỏ nhất.
b) Viết sáu số xen giữa các số -2 và 256 để được cấp số nhân có tám số hạng. Nếu viết tiếp thì số hạng thứ 15 là bao nhiêu?
Bài 4: Ba số 
[image: image544.wmf]212
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theo thứ tự lập thành cấp số cộng. Chứng minh rằng ba số a, b, c theo thứ tự lập thành cấp số nhân.

Bài 5: Tính các tổng sau:

a) 
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                                      ( BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG II
Bài 1: Xét tính tăng, giảm của dãy số
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Bài 2: Xét tính bị chặn của dãy số
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Bài 3: Tìm số hạng đầu 
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 và công sai d của cấp số cộng
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Bài 4: Tìm số hạng đầu 
[image: image555.wmf]1
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 và công bội q của cấp số nhân 
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Bài 5: Giả sử một quần thể động vật ở thời điểm ban đầu có 110000 cá thể, quần thể này có tỉ lệ sinh là 12%/năm, xuất cư là 2%/năm, tử vong là 8%/năm. Dự đoán số cá thể của quần thể đó sau hai năm.
CHƯƠNG III. GIỚI HẠN – HÀM SỐ LIÊN TỤC
Mục tiêu:

Sau khi nghiên cứu xong chương này, sinh viên có thể:

-Nhận biết được khái niệm giới hạn của dãy số, vận dụng được các giới hạn cơ bản và các phép toán giới hạn để tìm giới hạn một số dãy số đơn giản.
- Tính được tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn và vận dụng vào giải quyết những vấn đề trong toán học và cuộc sống.
-Nhận biết khái niệm giới hạn hữu hạn, giới hạn một phía của hàm số tại một điểm, tại vô cực, giới hạn vô cực tại một điểm thông qua xét một số giới hạn cơ bản; tính giới hạn của hàm số bằng cách dùng những giới hạn cơ bản và các phép toán trên giới hạn hàm số; giải quyết được một số vấn đề thực tiễn gắn với giới hạn hàm số.
      - Nhận dạng được hàm số liên tục tại một điểm, hoặc trên một khoảng, hoặc trên một đoạn; nhận biết được tính liên tục của một tổng, hiệu, tích, thương của hai hàm số liên tục, tính liên tục của một số hàm số sơ cấp cơ bản.
                                      BÀI 1. GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ.
1. Giới hạn hữu hạn của dãy số
Giới hạn 0 của dãy số

[image: image559.png]Ta noi day so (u,) c6 gidi han 0 khi n dan t6i duong vo cuc, néu |u,| nho hon
mot sb duong bat ki cho trudc, ké tir mét s6 hang nao do tro di, ki hiéu lim u, = 0
hay u, — 0 khi n —> +o0. Ta con viét la lim #,





Ví dụ 1: Cho dãy số 
[image: image560.wmf](
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 với 
[image: image561.wmf]n

n

(1)

u

n

-

=
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Với số tực dương d bé tùy ý cho trước, lấy số tự nhiên N sao cho 
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Theo định nghĩa 
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· Giới hạn cơ bản

[image: image567.png]* lim—=0, vdi k nguyén duong bat ki

I
« lim ¢" =0, véi ¢ 1a s thyc thoa man || < |




Ví dụ 2: Áp dụng giới hạn cơ bản, tìm: 
[image: image568.wmf](
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Ta có: 
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Vì 
[image: image570.wmf]11
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Giới hạn hữu hạn của dãy số

[image: image572.png]Ta n6i day s6 (u,) ¢6 gidi han hivu han 1a s6 a (hay u, dan t6i a) khi # din toi
duong v6 cue, néu lim (1, —a) = 0. Khi 6, ta viét lim u, =ahaylimu,=a hayu, —>a
khi 7 — +o0. i




· Chú ý: Nếu 
[image: image573.wmf]n
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Ví dụ 3: Dùng định nghĩa, tìm giới hạn 
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Đặt 
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Theo định nghĩa, ta có: lim
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2. Các phép toán về giới hạn hữu hạn của dãy số
[image: image582.png]Cho limu, = a, limv, = b va ¢ 14 hiing s6. Khi d6:

« lim(u, +v,)=a+b « lim(u, ~v,)=a—b
e lim(c.u)=c.a «lim(u,.v)=a.b

u,_a ;
o lim% =2 (520, *Néuu,>0,Vn e N*thia>0va | =
i =2 (60) éuu, >0, Y € N* thi a >0 va lim Jfi, =




Ví dụ 4: Tìm các giới hạn sau:

a) 
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a) Ta có 
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Từ đó
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b) Ta có
[image: image587.wmf]222
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Từ đó 
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3. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn
[image: image589.png]Cho limu, =a, limv, = b va ¢ la hing s6. Khi do:

« lim(u, +v)=a+h « lim(u,—v)=a-b
«lim(c.u)=c.a *lim(u, .v,)=a.b
e lim2 =2 (h20) *Néuw,>0,Vn e N* thia>0va limfu, =

v, b




Ví dụ 5: Tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn: 
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Giải
Tổng trên là tổng của cấp số nhân lùi vô hạn có số hạng đầu 
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Ví dụ 6: Biết rằng có thể coi số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,666... là tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn:
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Hãy viết 0,666... dưới dạng phân số.

                                         Giải

Số 0,666... là tổng của cấp số nhân lùi vô hạn có số hạng đầu bằng 0,6 và công bội bằng 
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4. Giới hạn vô cực
[image: image597.png]« Tanéi day sb (u,) cd gidi han 1 +o khi n —>+0 néu u, 16n hon mot s6 dwong bat ki,
ké tir mot s6 hang ndo 6 trd di, ki hiéu lim u, = +0 hay u,—> +a0 khi n —> 4.

* Ta néi day sb (u,) c6 gidi han 13 —o khi n — +o0 néu lim(-u,) = +o0, ki hiéu
lim 1, = 0 hay , — —o0 khi n - 420




· Chú ý: Ta có kết quả sau:

a) 
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Ví dụ 7: Tìm giới hạn 
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Từ  q > 1 suy ra 
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Mà 
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· Nhận xét:

a) 
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BÀI TẬP
Bài 1: Tìm các giới hạn sau:
a) 
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lim

n

-+

 ;                    b) 
[image: image614.wmf]2

16n2

lim

n

-

;

c) 
[image: image615.wmf]4

lim

2n1

+

;                       d) 
[image: image616.wmf]2

2

n2n3

lim

2n

-+


Bài 2: Tính tổng của các cấp số nhân lùi vô hạn sau:
a) 
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Bài 3: Viết số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,444... dưới dạng một phân số.

Bài 4: Tìm các giới hạn sau:

a) 
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                                     BÀI 2. GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ
1. Giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm
[image: image621.png]Cho diém x, thudc khoang K va ham s y = f (x) xc dinh trén K hodic K\ {x,}
=1 (x) cd gidi han hivu han 1a s6 L khi x dan téi x, néu véi day s6 (x,)
bitki,x, € K\ fx,} vix, > x, thi £(x) > L, ki hiéu lim /() =L hay /() > L
khix - x,

Ta néi ham s6





Ví dụ 1: Cho hàm số 
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Hàm số y=f(x) xác định trên 
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Vậy 
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· Nhận xét: 
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Ví dụ 2: Tìm các giới hạn sau:

a) 
[image: image631.wmf](
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2. Các phép toán về giới hạn hữu hạn của hàm số
[image: image633.png]@) Cho lim /(x) = L vi lim g(x) = M. Khi d6:
= }gl,: [f(x)+gx)]= L"+M
+ lim [/ ()~ g()]= LM
* lim[f(). g@]=L. M
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lim 5 3 Lm0

B) Néu /() >0 va lim /()= L thi L >0 va lim /() =L
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· Nhận xét:

a) 
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Ví dụ 3:Tìm các giới hạn sau:
a) 
[image: image638.wmf]2

x1

lim(x4x2);

®

-+

                         b) 
[image: image639.wmf]x2

3x2

lim

2x1

®

-

+


                                Giải
a) 
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b) 
[image: image641.wmf](

)

x2x2

x2

x2x2

lim3x23limx2

3x23.224

lim

2x1lim(2x1)2limx12.215

®®

®

®®

--

--

====

++++


Ví dụ 4: Tìm các giới hạn sau:

a) 
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b) 
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  (Nhân cả tử và mẫu cho 
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[image: image649.wmf](

)

x3

x3

11

limx12

limx12

®

®

==

++

++


                             
[image: image650.wmf]x3x3
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3. Giới hạn một phía
[image: image651.png]o Cho ham sb y = f (x) xdc dinh trén khoang (x; b).

Tan6i ham s y = £ (x) ¢6 gidi han bén phai la s6 L khi x dan t6i x, néu véi day sé (x,)
bét ki, x, <x, < b vax, — x, thi £(x,) = L. ki hi¢u lim f(x) =L

o Cho ham s6 y = f (x) xéc dinh trén khoang (a; x,)

50 L khi x dén t6i x, néu véi day s6 (x,)

éu lim /(x) =L
i

Ta n6i ham s6 y = (x) 6 gidi han bén tr

bitki, a<x, <x, vax,—>x, thifix,) - L ki




· Chú ý: 
a) Ta thừa nhận các kết quả sau:
· 
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 và 
[image: image653.wmf]0

xx

limf(x)L

-

®

=
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b) Các phép toán về giới hạn hữu hạn của hàm số ở mục 2 vẫn đúng khi ta thay 
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Ví dụ 5: Cho hàm số
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Tìm các giới hạn 
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Giả sử 
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4. Giới hạn hữu hạn của hàm số tại vô cực
[image: image677.png]* Cho ham s6 y = f (x) xéic dinh trén khoang (a; +20).
Ta n6i ham sb y =/ (x) ¢6 gidi han hivw han 1a s6 L khi x — +0 néu voi day s6 (x,) bt ki,
X, avax, - +o, thif(x,) - L, ki hiéu lim f(x) = L hay f(x) > L khi x — +.

« Cho ham s6 y =/ (x) xéc dinh trén khoang (~2c; a).
Tanéi ham s6 y = f{x) ¢6 gidi han hitu han 13 s L khi x — —o néu véi day s6 (x,) batki,
x, < avix, o, thi f(x,) > L, ki hi¢u lim f(x)=L hay fix) > L khi x — —0.





Ví dụ 6: Cho hàm số 
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Hàm số xác định trên 
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Vậy 
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· Chú ý:

a) Với c là hằng số và k là số nguyên dương, ta luôn có:

  
[image: image687.wmf]x

limcc

®±¥

=

 và
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b) Các phép toán trên giới hạn hàm số ở Mục 2 vẫn đúng khi thay 
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Ví dụ 7:  Tìm các giới hạn sau:
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b) 
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5. Giới hạn vô cực của hàm số tại một điểm
Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng 
[image: image696.wmf](
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· Ta nói hàm số y =f(x) có giới hạn bên phải là 
[image: image697.wmf]+¥

 khi 
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[image: image699.wmf](
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Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng 
[image: image706.wmf](
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· Ta nói hàm số y =f(x) có giới hạn bên trái là 
[image: image707.wmf]-¥

 khi 
[image: image708.wmf]0
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 về phía bên trái nếu với dãy số 
[image: image709.wmf](
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· Chú ý:
a) Các giới hạn 
[image: image716.wmf]00
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được định nghĩa tương tự như trên.
b) Ta có các giới hạn thường dùng sau:

· 
[image: image717.wmf]xa
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· 
[image: image719.wmf]k
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c) Với giới hạn vô cực, ta có một số quy tắc sau:
Nếu 
[image: image722.wmf]0
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được tính theo quy tắc cho bởi bảng sau:
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Quy tắc trên vẫn đúng khi thay 
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Ví dụ 8: Tính các giới hạn sau:
a) 
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                             Giải
a) Ta có:
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Do đó 
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b) Ta có: 
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Suy ra 
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                                                BÀI TẬP
Bài 1: Tìm các giới hạn sau:
a) 
[image: image737.wmf](
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Bài 2: Cho hàm số 
[image: image740.wmf]2
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Tìm các giới hạn
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Bài 3: Tìm các giới hạn sau:

a) 
[image: image743.wmf]x
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Bài 4:Tìm các giới hạn sau:

a) 
[image: image746.wmf]x1
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                b) 
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BÀI 3. HÀM SỐ LIÊN TỤC
1.Hàm số liên tục tại một điểm

[image: image749.png]Cho ham s y = (x) xic dinh trén khodng K va x, € K.

Ham s y = (x) duoc goi 1a lién tuc tai diém x, néu lim f(x)= f(x,).
=




· Nhận xét: Để hàm số y =f(x) liên tục tại 
[image: image750.wmf]0

x

 thì phải có ba điều sau:
1. Hàm số xác định tại 
[image: image751.wmf]0
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; 2. Tồn tại 
[image: image752.wmf]0
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 3. 
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· Chú ý: Khi hàm số y =f(x) không liên tục tại điểm 
[image: image754.wmf]0
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 thì ta nói f(x) gián đoạn tại điểm 

[image: image755.wmf]0
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 và 
[image: image756.wmf]0
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được gọi là điểm gián đoạn của hàm số y =f(x).
Ví dụ 1: Xét tính liên tục của hàm số:

a) 
[image: image757.wmf]2
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                                              Giải
a) Ta có: 
[image: image761.wmf]f(2)3
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 và 
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Vậy hàm số y= f(x) liên tục tại điểm
[image: image764.wmf]0
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b) Ta có: 
[image: image765.wmf]f(0)2.00
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Suy ra không tồn tại 
[image: image768.wmf]x0
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 Vậy hàm số y =f(x) không liên tục tại điểm 
[image: image769.wmf]0
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2. Hàm số liên tục trên một khoảng, trên một đoạn
[image: image770.png]© Cho ham 56 y = £ (x) xdc dinh trén khoang (a; b).
Ham 56 y = £ (x) duoc goi 1a lién tuc trén khoing (a; b) néu f (x) lién tuc tai moi diém

trong khoang 4y.

» Cho ham 56 )

Ham 56 f(x) duge goi 1a lién tuc trén dogn [a; b] néu f(x) lién tuc trén khoang (a; b) va

lim f(x) = f(a), im 1(x) =/ ().

(x) xic dinh trén doan [a; b].




Ví dụ 2: Xét tính liên tục của hàm số 
[image: image771.wmf]2

f(x)1x

=-

trên đoạn [-1;1].
                                         Giải
Với mọi 
[image: image772.wmf](
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Do đó f(x) liên tục tại mọi điểm
[image: image774.wmf](
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Ta lại có:
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[image: image776.wmf]22

x1x1x1

limf(x)lim1x1limx110f(1).

---

®®®

=-=-=-==


Vậy hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn  [-1;1] (hình vẽ).

                                                                  [image: image777.png]



3. Tính liên tục của hàm số sơ cấp
[image: image778.png]Ham s6 da thitc y = P(x), céc ham s6 lugng gidc y
P(x)
0(x)
= cot.x lién tuc trén cdc khoing cia tdp xdc dinh cia chiing.

Trong d6 P(x) va Q(x) la céc da thirc

sinx, y = cosx lién tuc trén R

« Ham s6 phin thic y = , ham s6 cn thitc y = [P(x) , cdc ham s6 luong gidc y=tan x,




· Nhận xét: Hàm số thuộc những loại trên được gọi chung là hàm số sơ cấp.
Ví dụ 3: Xét tính liên tục của các hàm số sau:

a) 
[image: image779.wmf]32
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                                Giải
a) 
[image: image781.wmf]32
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là hàm số đa thức nên nó liên tục trên 
[image: image782.wmf]¡
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b) 
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là hàm số phân thức, có tập xác định 
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4. Tổng, hiệu, tích, thương của hàm số liên tục
[image: image787.png]Cho hai ham sb y = £ (x) va y = g (x) lién tuc tai diém x,. Khi do:
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« Hamsb y= Tién tuc tai x, néu g(x,) # 0.




Ví dụ 4: Xét tính liên tục của hàm số 
[image: image788.wmf]sinx
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                                 Giải
Tập xác định của hàm số: 
[image: image789.wmf](
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. Các hàm số y =sinx và y = x+1 liên tục tại mọi 
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                                         BÀI TẬP
Bài 1: Xét tính liên tục của hàm số:
a) 
[image: image795.wmf]2
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 tại điểm 
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 tại điểm 
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Bài 2: Cho hàm số 
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Tìm a để hàm số y = f(x) liên tục trên 
[image: image800.wmf].
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Bài 3: Xét tính liên tục của các hàm số sau:

a) 
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[image: image802.wmf]2

g(x)9x;

=-

      c) 
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Bài 4: Cho hàm số 
[image: image804.wmf]f(x)2xsinx,g(x)x1
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Xét tính liên tục hàm số 
[image: image805.wmf]yf(x).g(x)
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 và 
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(BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG III

Bài 1: Tìm các giới hạn sau:
a) 
[image: image807.wmf]3n1
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Bài 2: Tìm các giới hạn sau

a)
[image: image811.wmf](
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             b) 
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Bài 3: Tìm các giới hạn sau:
a) 
[image: image814.wmf]x
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               b) 
[image: image815.wmf]2

x

x2

lim.

x

®-¥

-


Bài 4:Tìm các giới hạn sau:
a) 
[image: image816.wmf]x4
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Bài 5: Xét tính liên tục của hàm số:
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Bài 6: Cho hàm số 
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Tìm a để hàm số y = f(x) liên tục trên
[image: image820.wmf].
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CHƯƠNG IV. ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG.

QUAN HỆ SONG SONG TRONG KHÔNG GIAN
Mục tiêu:

Sau khi nghiên cứu xong chương này, sinh viên có thể:

-Mô tả được cách xác định mặt phẳng.Xác định được giao tuyến của hai mặt phẳng. Nhận biết được hình chóp, hình tứ diện.

-Nhận biết và vận dụng được các tính chất về quan hệ song song giữa các đường thẳng và mặt phẳng. Biết sử dụng định lí Thales trong không gian. Giải thích được tính chất cơ bản của hình lăng trụ và hình hộp
-Nhận biết được phép chiếu song song. Sử dụng được phép chiếu song song để mô tả một số hình ảnh trong thực tiễn.
BÀI 1. ĐIỂM, ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG TRONG KHÔNG GIAN
1. Mặt phẳng trong không gian

Điểm, đường thẳng, mặt phẳng là ba đối tượng cơ bản của hình học không gian.

Mặt bảng, mặt bàn, mặt sàn nhà, mặt hồ nước yên lặng cho ta hình ảnh một phần của một mặt phẳng. Mặt phẳng không có bề dày và không có giới hạn.

Ta thường dùng hình bình hành hay một miền góc để biểu diễn mặt phẳng và dùng chữ cái in hoa hoặc chữ cái Hy Lạp trong dấu ngoặc để kí hiệu mặt phẳng.

[image: image821.png]£ L
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· Chú ý: Mặt phẳng (P) còn được viết tắt là mp(P) hoặc (P).

· Điểm thuộc mặt phẳng
[image: image822.png]— Néu diém A thude mat phing (P) thi ta néi 4 nim trén (P)
hay (P) chira 4, hay (P) di qua 4 va ki hiéu 1 4 < (P).

— Néu diém B khong thuge mit phing (P) thi ta noi B nim
ngoai (P) hay (P) khéng chita B va ki hi¢u 1a B ¢ (P).



 [image: image823.png]



· Biểu diễn các hình trong không gian lên một mặt phẳng
Quy tắc:
- Hình biểu diễn của đường thẳng là đường thẳng, của đoạn thẳng là đoạn thẳng.

- Giữ nguyên tính liên thuộc (thuộc hay không thuộc) giữa điểm với đường thẳng hoặc với đoạn thẳng.

- Giữ nguyên tính song song, cắt nhau giữa các đường thẳng.


- Biểu diễn đường nhìn thấy bằng nét vẽ liền và biễu diễn đường bị các mặt phẳng che khuất bằng nét vẽ đứt đoạn.

[image: image824.png]d)





2. Các tính chất thừa nhận của hình học không gian
Tính chất 1: Có một và chỉ một đường thẳng đi qua hai điểm phân biệt cho trước.

[image: image825.png]



Đường thẳng đi qua hai điểm phân biệt A, B được kí hiệu là AB.

Ví dụ 1: Cho ba điểm phân biệt M, N, P không thẳng hàng. Có bao nhiêu đường thẳng đi qua hai trong ba điểm đã cho?
                                     Giải
Do qua hai điểm phân biệt chỉ có một đường thẳng nên qua ba điểm phân biệt không thẳng hàng M, N, P ta xác định được ba đường thẳng là MN, NP và PM.
Tính chất 2: Có một và chỉ một mặt phẳng đi qua ba điểm không thẳng hàng cho trước.

                                              [image: image826.png]



Chú ý: Một mặt phẳng đi qua ba điểm A, B, C không thẳng hàng được kí hiệu là (ABC).

Ví dụ 2: Cho đường thẳng a đi qua hai điểm phân biệt M, N và điểm O không thuộc a. Có bao nhiêu mặt phẳng đi qua ba điểm M, N, O?

                                    Giải
Do O không thuộc a nên ba điểm M, N, O không thẳng hàng. Do đó chỉ có một mặt phẳng đi qua ba điểm M, N, O.

                                            [image: image827.png]



Tính chất 3: Nếu một đường thẳng có hai điểm phân biệt thuộc mặt phẳng thì mọi điểm của đường thẳng đều thuộc mặt phẳng đó.

                        [image: image828.png]



Chú ý: Đường thẳng d nằm trong mặt phẳng (P) thường được kí hiệu 
[image: image829.wmf]d(P)

Ì

hoặc 
[image: image830.wmf](P)d.

É


Ví dụ 3: Cho ba điểm A, B, C không thẳng hàng và một điểm M nằm trên đường thẳng BC.

Gọi (P) là mặt phẳng đi qua ba điểm A, B, C. Chứng tỏ rằng 
[image: image831.wmf]M(P)

Î

.

                                         Giải
Ta có
[image: image832.wmf](P)

 là mặt phẳng duy nhất đi qua ba điểm A, B, C (Tính chất 2).

Lại có mọi điểm của đường thẳng BC đều thuộc mặt phẳng (P) (Tính chất 3).

Vì 
[image: image833.wmf]MBC(gt)

Î

 suy ra 
[image: image834.wmf]M(P)

Î

.

                                                             [image: image835.png]



Tính chất 4: Tồn tại bốn điểm không cùng nằm trên một mặt phẳng.

Chú ý: Nếu có nhiều điểm cùng thuộc một mặt phẳng thì ta nói những điểm đó đồng phẳng,

còn nếu không có mặt phẳng nào chứa các điểm đó thì ta nói chúng không đồng phẳng.
Ví dụ 4: Cho bốn điểm A, B, C, D không cùng nằm trên một mặt phẳng. Có bao nhiêu mặt phẳng đi qua ba trong bốn điểm đã cho?

Giải
Gọi A, B, C, D là bốn điểm không cùng nằm trên một mặt phẳng trong không gian (tính chất 4). Ta xác định được bốn mặt phẳng phân biệt là (ABC), (ABD), (ACD), (BCD).

Tính chất 5: Nếu hai mặt phẳng phân biệt có một điểm chung thì chúng có một đường thẳng chung duy nhất chứa tất cả các điểm chung của hai mặt phẳng đó.


                      [image: image836.png]


             

Chú ý: Dường thẳng d chung của hai mặt phẳng 
[image: image837.wmf]()

a

 và 
[image: image838.wmf]()

b

được gọi là giao tuyến của 
[image: image839.wmf]()

a

 và 
[image: image840.wmf]()

b

, kí hiệu
[image: image841.wmf]d()()

=aÇb

.

Ví dụ 5: Cho tam giác ABC và một điểm O không thuộc mặt phẳng (ABC). Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng (OAB) và (ABC).
                                        Giải

Ta có A, B là hai điểm chung của hai mặt phẳng (OAB) và (ABC). Suy ra AB là giao tuyến của hai mặt phẳng (OAB) và (ABC).

Tính chất 6: Trong mỗi mặt phẳng, các kết quả đã biết của hình học phẳng đều đúng.

Ví dụ 6: Cho bốn điểm A, B, C, D không cùng nằm trên một mặt phẳng.

a) Gọi O là trung điểm của CD, G và 
[image: image842.wmf]'

G

lần lượt là trọng tâm của tam giác ACD và BCD. Chứng minh 
[image: image843.wmf]'

GGAB

P

;
b) Cho điểm E trên Ab sao cho EG cắt mặt phẳng đi qua ba điểm B, C, D tại F. Chứng minh bốn điểm 
[image: image844.wmf]'

B,G,O,F

 thẳng hàng.

                                                  [image: image845.png]



                                                    Giải
a) Gọi (P) là mặt phẳng đi qua ba điểm O, A, B được xác định theo tính chất 2.
Trong mặt phẳng (P), ta có:

 
[image: image846.wmf]OG1

OA3

=

 (Vì G là trọng tâm của tam giác ACD);


[image: image847.wmf]'

OG1

OB3

=

 (Vì  
[image: image848.wmf]'

G

là trọng tâm của tam giác BCD).

Suy ra 
[image: image849.wmf]'

OGOG

OAOB

=

. Áp dụng tính chất 6, suy ra 
[image: image850.wmf]'

GGAB

P

.

b) Gọi (Q) là mặt phẳng đi qua ba điểm B, C, D. Các điểm 
[image: image851.wmf]'

B,G,O,F

là điểm chung của hai mặt phẳng phân biệt (P) và (Q). Theo tính chất 5, chúng phải cùng nằm trên giao tuyến của (P) và (Q). Vậy  
[image: image852.wmf]'

B,G,O,F

 thẳng hàng.
3. Cách xác định mặt phẳng
[image: image853.png]Mot mit phing duge xdc dinh néu biét n6 chira ba
diém khong thang hang.




Mặt phẳng xác định bởi ba điểm A, B, C không thẳng hàng, kí hiệu mp(ABC) hay (ABC).

Ví dụ 7: Cho ba điểm A, B, C không thẳng hàng và không nằm trong mặt phẳng (P). Biết ba đường thẳng AB, AC, BC lần lượt cắt (P) tại các điểm M, N, E (hình vẽ). Ba điểm M, N, E có thẳng hàng không? Giải thích.
Giải
Gọi (Q) là mặt phẳng xác định bởi ba điểm A, B, C. Ta có 
[image: image854.wmf]MAB

Î

 và 
[image: image855.wmf]AB(Q),

Ì

suy ra 
[image: image856.wmf]M(Q).

Î


Mặt khác, 
[image: image857.wmf]M(P).

Î

 Vậy 
[image: image858.wmf]M(P)(Q).

ÎÇ


Tương tự, ta cũng có 
[image: image859.wmf]N(P)(Q)

ÎÇ

và 
[image: image860.wmf]E(P)(Q).

ÎÇ

 Suy ra ba điểm M, N, E thẳng hàng vì cùng nằm trên đường thẳng giao tuyến của hai mặt phẳng (P) và (Q).
                                  [image: image861.png]



[image: image862.png]mat phing duge xdc dinh néu biét no chira
mot dutmg thang va mot diém khong thuge dudng
thang d6;




Mặt phẳng xác định bởi điểm A và đường thẳng a không qua điểm A, kí hiệu mp(A, a) hay (A, a).

Ví dụ 8: Với đường thẳng d và hai điểm M, N phân biệt không thuộc d, ta xác định được bao nhiêu mặt phẳng?

                                               Giải
Với đường thẳng d và  điểm M  không thuộc d ta xác định được mặt phẳng thứ nhất là 

(M, d). Nếu điểm N thuộc mặt phẳng (M, d) thì ta chỉ xác định được một mặt phẳng. Nếu điểm N không thuộc (M, d) thì ta chỉ xác định được một mặt phẳng thứ hai là (N,d).
                         [image: image863.png]



[image: image864.png]Mot mit phing duge xde dinh néu biét n6 chia hai
duong thang cat nhau.




Mặt phẳng xác định bởi hai đường thẳng a, b cắt nhau, kí hiệu mp(a, b).
Ví dụ 9: Với ba đường thẳng a, b, c không cùng nằm trong một mặt phẳng và cùng đi qua một điểm O, ta xác định được bao nhiêu mặt phẳng?

Giải
Từ ba cặp đường thẳng cắt nhau a và b, b và c, c và a, ta xác định được ba mặt phẳng là mp(a,b), mp(b,c), mp(c, a).
                                       [image: image865.png]



4. Hình chóp và hình tứ diện
Hình chóp

[image: image866.png]Cho da gidc 16i 4,45...4, ndm trong mat phang () va diém § khong thudc ().
NGi § vai cic dinh A, As, ..., 4, ta duge n tam gidc SA, Az, SAs As, ..., SA,A,.
Hinh tao bi n tam gide d6 va da gide 4,4 duge goi 1a hinh chdp, ki hiéu
S.AA.





Trong hình chóp 
[image: image867.wmf]12n

SAA...A,

ta gọi:

- Điểm S là đỉnh;
- Các tam giác 
[image: image868.wmf]1223n1

SAA,SAA,...SAA

 là các mặt bên;

- Đa giác 
[image: image869.wmf]12n

AA...A

 là mặt đáy;

- Các đoạn thẳng 
[image: image870.wmf]12n

SA,SA,...SA

 là các cạnh bên;

- Các cạnh của đa giác 
[image: image871.wmf]12n

AA...A

 là các cạnh đáy.
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[image: image1861.png]


Ví dụ 10: Cho hình chóp S.ABCD (hình vẽ). Gọi tên các mặt bên, mặt đáy, cạnh bên, cạnh đáy của hình chóp S.ABCD.

                                     Giải
Hình chóp S.ABCD có:

- Các mặt bên: SAB, SBC, SCD, SDA; 
- Mặt đáy ABCD;

-Các cạnh bên: SA, SB, SC, SD;

- Các cạnh đáy: AB, BC, CD, DA.

Hình tứ diện
Cho bốn điểm A, B, C, D không đồng phẳng. Hình tạo bởi bốn tam giác ABC, ACD, ADB và BCD được gọi là hình tứ diện (hay tứ diện). Kí hiệu ABCD.

Trong hình tứ diện ABCD (hình vẽ), ta gọi:

[image: image1862.png]


- Các điểm A, B, C, D là các đỉnh.

- Các đoạn thẳng AB, AC, AD, BC, CD, BD là các cạnh của tứ diện.

- Hai cạnh không đi qua cùng một đỉnh là hai cạnh đối diện.

- Các tam giác ABC, ACD, ADB, BCD là các mặt của tứ diện.

- Đỉnh không thuộc một mặt của tứ diện là đỉnh đối diện với mặt đó
Ví dụ 11: Gọi tên các mặt, các cặp cạnh đối diện của tứ diện MNPQ (hình vẽ).
[image: image1863.png]


                                         Giải
Tứ diện MNPQ có:

- Các mặt: MNP, MPQ, MQN, NPQ.                                     
- Các cặp cạnh đối diện: MN và PQ, MP và NQ, MQ và NP.

Chú ý: 

a) Hình tứ diện có bốn mặt là các tam giác đều được gọi là hình
tứ diện đều.
b) Một tứ diện có thể xem như là một hình chóp tam giác với đỉnh là một đỉnh tùy ý của tứ diện và đáy là mặt của tứ diện không chứa đỉnh đó.

Ví dụ 12: Cho tứ diện SABC. Gọi M, N lần lượt là hai điểm trên hai cạnh AB và BC sao cho MN không song song với AC.
a) Tìm giao điểm của đường thẳng MN và mặt phẳng (SAC);

b) Tìm giao tuyến của các mặt phẳng (SMN) và (SAC); (SAN) và (SCM).

                                               Giải
a) Trong mp(ABC), vẽ giao điểm E của MN và AC. Ta có 
[image: image873.wmf]EACE(SAC).

ÎÞÎ


Vậy E giao điểm của đường thẳng MN và mặt phẳng (SAC).

b) Ta có S và E là hai điểm chung của hai mặt phẳng (SMN) và (SAC), suy ra 
[image: image874.wmf](SMN)(SAC)SE.

Ç=


Trong mp(ABC), vẽ giao điểm F của AN và MC. Ta có S và F là hai điểm chung của hai mặt phẳng (SAN) và (SCM), suy ra 
[image: image875.wmf](SAN)(SCM)SF.

Ç=


                                           [image: image876.png]



BÀI TẬP
Bài 1: Cho hình chóp S.ABCD, gọi O là giao điểm của AC và BD. Lấy M, N lần lượt thuộc các cạnh SA, SC.
a) Chứng minh đường thẳng MN nằm trong mặt phẳng (SAC).

b) Chứng minh O là điểm chung của hai mặt phẳng (SAC) và (SBD).

Bài 2: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Gọi M là trung điểm của SC.
a) Tìm giao điểm I của đường thẳng AM và mặt phẳng (SBD). Chứng minh IA =2IM.

b) Tìm giao điểm E của đường thẳng SD và mặt phẳng (ABM).

c) Gọi N là điểm tùy ý trên cạnh AB. Tìm giao điểm của đường thẳng MN và mặt phẳng (SBD).

Bài 3: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Gọi O là giao điểm của AC và BD; M, N lần lượt là trung điểm của SB, SD; P thuộc đoạn SC và không là trung điểm của SC.

a) Tìm giao điểm E của đường thẳng SO và mặt phẳng (MNP);

b) Tìm giao điểm Q của đường thẳng SA và mặt phẳng (MNP);

c) Gọi I, J, K lần lượt là giao điểm của QM và AB, QP và AC, QN và AD. Chứng minh I, J, K thẳng hàng.

Bài 4: Cho tứ diện ABCD. Gọi E, F, G lần lượt là ba điểm trên ba cạnh AB, AC, BD sao cho EF cắt BC tại I (
[image: image877.wmf]IC

¹

), EG cắt AD tại H (
[image: image878.wmf]HD

¹

).

a) Tìm giao tuyến của các mặt phẳng (EFG) và (BCD); (EFG) và (ACD);

b) Chứng minh ba đường thẳng CD, IG, HF cùng đi qua một điểm.

Bài 5: Cho tứ diện SABC. Gọi H, K lần lượt là hai điểm trên hai cạnh SA, SC (
[image: image879.wmf]HS,A;KS,C

¹¹

) sao cho H, K không song song với Ac. Gọi I là trung điểm của BC.
a) Tìm giao điểm của đường thẳng HK và mặt phẳng (ABC).

b) Tìm giao tuyến của các mặt phẳng (SAI) và (ABK); (SAI) và (BCH).

                                   [image: image880.png]



BÀI 2. HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG

1. Vị trí tương đối của hai đường thẳng trong không gian

Cho hai đường thẳng a và b trong không gian. Khi đó có thể xảy ra một trong hai trường hợp:

Trường hợp 1: Có một mặt phẳng chứa a và b. Khi đó ta nói a và b đồng phẳng. Theo kết quả hình học phẳng, có ba khả năng sau đây xảy ra:

- Nếu a và b có hai điểm chung thì ta nói a trùng với b, kí hiệu: 
[image: image881.wmf]ab

º

.

- Nếu a và b có một điểm chung duy nhất M thì ta nói a và b cắt nhau tại M, kí hệu:


[image: image882.wmf]abM.

Ç=


- Nếu a và b không có điểm chung thì ta nói a và b song song với nhau, kí hiệu 
[image: image883.wmf]ab.

P


Trường hợp 2: Không có mặt phẳng nào chứa cả a và b. Khi đó ta nói hai đường thẳng a và b chéo nhau hay a chéo b
[image: image884.png]a, b chéo nhau

d)




[image: image885.png]Hai dudng thing goi 1a song song néu ching nim trong cing mdt mét phang va khong
6 diém chung.




Chú ý:
a) Hai đường thẳng gọi là chéo nhau nếu chúng không đồng phẳng.

b) Cho hai đường thẳng song song a và b. Có duy nhất một mặt phẳng chứa hai đường thẳng đó, kí hiệu mp(a,b).

Ví dụ 1: Cho tứ diện ABCD có M, N lần lượt là trung điểm của AB, AC. Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng sau đây:
a) MN và BC;                 b) AN và CD;               c) MN và CD.

                                   Giải
a) Trong mặt phẳng (ABC), MN là đường trung bình của tam giác ABC, suy ra 
[image: image886.wmf]MNBC.

P


b) Trong mặt phẳng (ACD), ta có AN cắt CD tại điểm C.

c) Giả sử MN và CD cùng nằm trong (P), suy ra đường thẳng NC nằm trong (P), suy ra (P) chứa điểm A. Tương tự, ta cũng có AM nằm trong (P), suy ra (P) chứa điểm B.
Suy ra (P) chứa cả bốn đỉnh của tứ diện ABCD. Điều này vô lí.

Vậy hai đường thẳng MN và CD không nằm trong bất kì mặt phẳng nào, suy ra MN chéo với CD.

2. Tính chất cơ bản về hai đường thẳng song song
Định lí 1: Trong không gian, qua một điểm nằm ngoài một đường thẳng, có một và chỉ một đường thẳng song song với đường thẳng đó.

Ví dụ 2: Cho tứ diện ABCD. Trong mặt phẳng (ABC). Vẽ hình bình hành ACBE. Gọi d là đường thẳng trong không gian đi qua A và song song với BC. Chứng minh điểm E thuộc đường thẳng d.

                                        Giải
Ta có ACBE là hình bình hành, suy ra AE
[image: image887.wmf]BC

P

. Do đó, trong không gian chỉ có duy nhất một đường thẳng đi qua A và song song với BC, suy ra AE phải trùng d, vậy điểm E phải thuộc d.
                              [image: image888.png]



Định lí 2: Nếu ba mặt phẳng đôi một cắt nhau theo ba giao tuyến phân biệt thì ba giao tuyến ấy hoặc đồng quy hoặc đôi một song song.

                                 [image: image889.png]



Ví dụ 3: a) Trong hình a, hai tam giác ABC và ABD không cùng nằm trong một mặt phẳng. Tìm ba cặp mặt phẳng có ba giao tuyến đồng quy.
b) Trong hình b, hai hình bình hành ABCD và ABMN không cùng nằm trong một mặt phẳng. Tìm ba cặp mặt phẳng có ba giao tuyến song song.
                 [image: image890.png]a)





                                                       Giải
a) Trong hình a, ta có:
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Ba giao tuyến vừa nêu đồng quy tại B. Vậy ba cặp mặt phẳng có giao tuyến đồng quy là 

[image: image892.wmf](

)

BAC

 và 
[image: image893.wmf](

)

BAD

;
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 và 
[image: image895.wmf](
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BCD

;
[image: image896.wmf](
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BCD

và 
[image: image897.wmf](
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BAD

.

b) Trong hình b, ta có 
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Ta cos 
[image: image899.wmf]ABCDMN

PP

. Vậy ba cặp mặt phẳng có ba giao tuyến song song là (ABCD) và (ABMN); (ABCD) và (CDNM); (CDNM) và (ABMN).

Hệ quả:

[image: image900.png]Ly

*  Néu hai mit phing phan biét Iin luot i qua hai duong thing song song thi giao tuyén
ciia chiing (néu ¢6) song song v6i hai dudng thing 6 hofic tring véi mdt trong hai
dudng thang do.

¥
a) b) <) e





Ví dụ 4: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng (SBC) và (SAD).
                                                       Giải
Ta có: 
[image: image901.wmf]S(SBC)(SAD)

BCAD

ÎÇ

ì

í

î

P


Theo hệ quả của Định lí 2, giao tuyến của (SBC) và (SAD) là đường thẳng d đi qua S và song song với BC và AD.
                                                        [image: image902.png]D




Định lí 3: Hai đường thẳng phân biệt cùng song song với một đường thẳng thứ ba thì song song với nhau.
Ví dụ 5: [image: image903.png]Cho tir dién ABCD 6 / va J lin It 1a trung diém cia chc
canh BC va BD. Goi (P) la mat phang di qua /, J va cit hai
canh AC va AD lan lugt tai M va N.

a) Chimg minh ZJNM 14 mot hinh thang.
b) Tim vi tri ciia diém M dé L/NM 1a hinh binh hanh.




                                                           Giải
a) Ta có: 
[image: image904.wmf](
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Xét tứ giác IJNM có: 
[image: image905.wmf]MNIJ

P

 nên IJNM là một hình thang.

b) Để IJNM là hình bình hành thì MN =IJ. Ta có 
[image: image906.wmf]1

IJCD

2

=

(vì IJ là đường trung bình của tam giác BCD) nên 
[image: image907.wmf]1

MNCD

2

=

 và 
[image: image908.wmf]MNCD

P

nên MN là đường trung bình của tam giác ACD. Khi đó, M là trung điểm của AC.
                                                 BÀI TẬP
Bài 1: Cho hình chóp S.ABC và điểm M thuộc miền trong tam giác ABC (hình vẽ). Qua M, vẽ đường thẳng d song song với SA, cắt (SBC) tại N. Trên hình vẽ, hãy chỉ rõ vị trí của điểm N và xác định giao tuyến của hai mặt phẳng (SAC) và (CMN).

                                                                [image: image909.png]



Bài 2: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành.

a) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SCD) và (SAB).

b) Lấy một điểm M trên đoạn SA (M khác S và A), mặt phẳng (BCM) cắt SD tại N. Tứ giác CBMN là hình gì?

Bài 3: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Gọi I là trung điểm của SD. Hai mặt phẳng (IAC) và (SBC) cắt nhau theo giao tuyến Cx. Chứng minh rằng 
[image: image910.wmf]CxSB

P

.

Bài 4:Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành, AC và BD cắt nhau tại O. Gọi I là trung điểm của SO. Mặt phẳng (ICD) cắt SA, SB lần lượt tại M, N.
a) Hãy nói cách xác định hai điểm M và N. Cho AB = a. Tính MN theo a.

b) Trong mặt phẳng (CDMN), gọi K là giao điểm của CN và DM. Chứng minh 
[image: image911.wmf]SKBCAD

PP


Bài 5: Chỉ ra các đường thẳng song song trong mỗi hình sau. Tìm thêm một số ví dụ khác về các đường thẳng song song trong thực tế.
    [image: image912.png]



BÀI 3. ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG SONG SONG
1. Đường thẳng song song với mặt phẳng

Cho đường thẳng a và mặt phẳng (P). Khi đó, có thể xảy ra một trong ba trường hợp sau:
Trường hợp 1: a và (P) có từ hai điểm chung phân biệt trở lên (Hình a), suy ra mọi điểm thuộc a đều thuộc (P), ta nói a nằm trong (P), kí hiệu 
[image: image913.wmf]a(P)

Ì

.

Trường hợp 2: a và (P) có một điểm chung duy nhất A (Hình b), ta nói a cắt (P) tại A, kí hiệu 
[image: image914.wmf]a(P)A

Ç=

.
Trường hợp 3: a và (P) không có điểm chung nào (Hình c), ta nói a song song với (P), kí hiệu 
[image: image915.wmf]a(P)

P

.

                 [image: image916.png]a)
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[image: image917.png]i ting khong c6 diém chung.
d ong v6i mat phng (P) néu chiing khong
= Puong thiing a song song




Ví dụ 1: Cho E và F lần lượt là trung điểm các cạnh AB và AC của tứ diện ABCD. Xác định vị trí tương đối của các đường thẳng BC, AD và EF với mặt phẳng (BCD).
                                      [image: image918.png]



2. Điều kiện đê một đường thẳng song song với một mặt phẳng
Định lí 1: Nếu đường thẳng a không nằm trong mặt phẳng (P) song song với một đường thẳng b nào đó nằm trong (P) thì a song song với (P).

                               [image: image919.png]



Ví dụ 2: Cho hình chóp S.ABC có 
[image: image920.wmf]'''

A,B,C

lần lượt là trung điểm của SA, SB, SC. Tìm các đường thẳng lần lượt nằm trong , cắt, song song với mặt phẳng (ABC).
                                              [image: image921.png]



3. Tính chất cơ bản của đường thẳng và mặt phẳng song song
Định lí 2: Cho đường thẳng a song song với mặt phẳng (P). Nếu mặt phẳng (Q) chứa a, cắt (P) theo giao tuyến b thì a song song với b.

                                      [image: image922.png]



Ví dụ 3: Cho tứ diện ABCD có M, N lần lượt là trọng tâm của tam giác ACD và BCD (Hình vẽ). Chứng minh đường thẳng MN song song với các mặt phẳng (CAB) và (DAB).
[image: image923.png]Gidi
Goi E 1 trung diém cita CD. Do M, N 1in lugt I trong tim
ot chc tamgibe SCD va HCD séntach LN L
= EA EB 3
suy ra MN // AB.
Puong thing MN khong nim trong (CAB) va song song

V6i dudmg thiing AB nim trong (CAB), suy ra MN // (CAB).
Tuong ty ta cling b MN // (DAB).





Hệ quả 1: Cho đường thẳng a song song với mặt phẳng (P). Nếu qua điểm M thuộc (P) ta vẽ đường thẳng b song song với a thì b phải nằm trong (P).

                                                 [image: image924.png]



Hệ quả 2: Nếu hai mặt phẳng phân biệt cùng song song với một đường thẳng thì giao tuyến của chúng (nếu có) cũng song song với đường thẳng đó.

                                                     [image: image925.png]



Ví dụ 4: Cho hình chóp S.ABC có M là trung điểm của AB. Gọi (P) là mặt phẳng chứa CB và song song với SA, (Q) là mặt phẳng chứa CM và song song với SA.

a) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (P) và (Q) ;

b) Vẽ đường thẳng b qua B và 
[image: image926.wmf]bSA

P

. Chứng minh  
[image: image927.wmf]b(P).

Ì

     

                                                       Giải
a) Ta có: 
[image: image928.wmf](
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Giao tuyến của (P) và (Q) là đường thẳng a đi qua C và 
[image: image929.wmf]aSA.

P


b) Ta có: 
[image: image930.wmf]SA(P)

P

 và B thuộc (P), b là đường thẳng đi qua B và 
[image: image931.wmf]bSAb(P).

ÞÌ

P


                                                                     [image: image932.png]



( Mặt phẳng đi qua một trong hai đường thẳng chéo nhau và song song với đường thẳng còn lại
Định lí 3: Nếu a và b là hai đường thẳng chéo nhau thì qua a, có một và chỉ một mặt phẳng song song với b.
                                                     [image: image933.png]



Ví dụ 5: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành và M, N, E lần lượt là trung điểm của các đoạn thẳng AB, CD, SA (Hình vẽ). Chứng minh rằng:
a) MN song song với hai mặt phẳng (SBC) và (SAD);

b) SB và SC song song với mặt phẳng (MNE).

                                                  [image: image934.png]


  

BÀI TẬP
Bài 1: Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình bình hành có O là giao điểm hai đường chéo. Cho M là trung điểm của SC.

a) Chứng minh đường thẳng OM song song với hai mặt phẳng (SAD) và (SBA);

b) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (OMD) và (SAD).

Bài 2: Cho hai hình bình hành ABCD và ABEF không nằm trong cùng một mặt phẳng. Gọi O và 
[image: image935.wmf]'

O

lần lượt là tâm của ABCD và ABEF.

a) Chứng minh đường thẳng 
[image: image936.wmf]'

OO

song song với các mặt phẳng (CDEF), (ADF) và (BCE);
b) Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AF và BE. Chứng minh 
[image: image937.wmf]MN(CDFE)

P

;
c) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (OMN) và (ABCD).

Bài 3:Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang, đáy lớn AB. Gọi M là trung điểm của CD, (P) là mặt phẳng qua M song song với SA và BC. Tìm giao tuyến của (P) với các mặt của hình chóp S.ABCD.

Bài 4: Mô tả vị trí tương đối của các đường thẳng a, b, c, d, e với mặt phẳng (P) là mặt trước của tòa nhà (Hình vẽ).

                                      [image: image938.png]



Bài 5: Cho tứ diện ABCD và điểm M thuộc cạnh AB. Gọi (
[image: image939.wmf]a

) là mặt phẳng qua M, song song với hai đường thẳng BC và AD. Gọi N, P, Q lần lượt là giao điểm của mặt phẳng 
[image: image940.wmf]()

a

 với các cạnh AC, CD và DB.
a) Chứng minh MNPQ là hình bình hành.

b) Trong trường hợp nào thì MNPQ là hình thoi?

BÀI 4. HAI MẶT PHẲNG SONG SONG
1. Hai mặt phẳng song song
Định nghĩa: Hai mặt phẳng được gọi là song song với nhau nếu chúng không có điểm chung.

Cho hai mặt phẳng (P) và (Q), có thể xảy ra một trong ba trường hợp:

Trường hợp 1: (P) và (Q) có 3 điểm chung không thẳng hàng, ta nói hai mặt phẳng (P) và (Q) trùng nhau, kí hiệu 
[image: image941.wmf](P)(Q)

º

.

                                                               [image: image942.png]



Trường hợp 2: (P) và (Q) phân biệt và có một điểmchung, ta nói (P) và (Q) cắt nhau theo giao tuyến d đi qua điểm chung, kí hiệu 
[image: image943.wmf](P)(Q)d

Ç=

.

                                                                 [image: image944.png]



Trường hợp 3: (P) và (Q) không có bất kì điểm chung nào, nghĩa là 
[image: image945.wmf](P)(Q),

Ç=Æ

ta nói (P) và (Q) song song với nhau, kí hiệu: 
[image: image946.wmf](P)(Q)

P

hoặc 
[image: image947.wmf](Q)(P)

P

.

                                                                     [image: image948.png]



Ví dụ 1: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.
[image: image949.wmf]''''

ABCD

(Hình vẽ). Quan sát và chỉ ra các cặp mặt phẳng song song với nhau?

                                                     [image: image950.png]



                                                             Giải
Các cặp mặt phẳng song song với nhau ở hình trên là:

(ABCD) và 
[image: image951.wmf](

)

''''

ABCD

;
[image: image952.wmf](

)

''

AABB

 và 
[image: image953.wmf](

)

''

DDCC

; 
[image: image954.wmf](

)

''

AADD

và 
[image: image955.wmf](

)

''

BBCC


2. Điều kiện để hai mặt phẳng song song
Định lí 1: Nếu mặt phẳng (P) chứa hai đường thẳng a, b cắt nhau và hai đường thẳng đó cùng song song với mặt phẳng (Q) thì (P) song song với (Q).
                                    [image: image956.png]



(Chú ý: Nếu A, B, C không thẳng hàng và 
[image: image957.wmf]ABMN

P

 và 
[image: image958.wmf]ACMP

P

thì (ABC) 
[image: image959.wmf](

)

MNP.

P


Ví dụ 2: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang ABCD đáy lớn AD và AD =2BC. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của SA và AD (Hình vẽ). Chứng minh rằng hai mặt phẳng (BMN) và (SCD) song song với nhau.

                                                                                        [image: image960.png]



                                                                Giải
[image: image961.png]Ta cd MN la duong trung binh ciia tam gidc SAD, suy ra MN // SD,

do dé MN // (SCD). (1)
T gidc BCDN c6 BC // ND va BC = ND nén la hinh binh hanh, suy ra BN // CD,
do d6 BN // (SCD). @

Mat khic ta c6 MN vi BN cing chira trong (BMN), MN ~ BN=N.  (3)
Tir (1), (2) va (3) ta suy ra (BMN) // (SCD),




3. Tính chất của hai mặt phẳng song song
Định lí 2: Qua một điểm nằm ngoài một mặt phẳng cho trước có một và chỉ một mặt phẳng song song với mặt phẳng đó.

                                                                   [image: image962.png]8




Định lí 3: Cho hai mặt phẳng (P) và (Q) song song với nhau. Nếu (R) cắt (P) thì cắt (Q) và hai giao tuyến của chúng song song với nhau.
                                                                                                  [image: image963.png]



Ví dụ 3: Trong mặt phẳng (P), cho hình bình hành ABCD. Vẽ các nửa đường thẳng song song với nhau, nằm về một phía đối với (P) và lần lượt đi qua các điểm A, B, C, D. Một mặt phẳng 
[image: image964.wmf]'

(P)

cắt bốn nửa đường thẳng nói trên tại 
[image: image965.wmf]''''

A,B,C,D.


a) Chứng minh mp
[image: image966.wmf]''

(AA,BB)

 song song với mp
[image: image967.wmf]''

(CC,DD)

;
b) Chứng minh tứ giác 
[image: image968.wmf]''''

ABCD

là hình bình hành;

c) Gọi O và 
[image: image969.wmf]'

O

lần lượt là giao điểm của hai đường chéo của ABCD và 
[image: image970.wmf]''''

ABCD

. Chứng minh 
[image: image971.wmf]''

OOAA

P

.

  [image: image972.png]Giai
a) Ta c6 4B // CD, AA' /| DY, suy ra mp(AA', BB') [/ mp(CC', DD’).

b) Mit phéng (P) cét hai mat phing song song mp(44', BB') vamp(CC", DD') theo hai giao
tuyén A'B' va C', suy ra A'B//CD.

Tuong ty taciing c6 A'D' // B'C

Tit gide A'B'C'D’ 6 cic ¢p canh ddi song song nén 14 hinh binh hanh.
¢) Hai mat phiing (44'C'C) va (BB'D'D) lan lugt di qua hai dwong thing song song A4",
DD’ va cét nhau theo giao tuyén 00", suy ra 00" // AA'



                                                                                                                                         
[image: image973.png]



4. Đinh lí Thales trong không gian
Định lí 4(Định lí Thales): Ba mặt phẳng đôi một song song chắn trên hai cát tuyến bất kì các đoạn thẳng tương ứng tỉ lệ.
                                                                                   [image: image974.png]



Ví dụ 4: Cho ba mặt phẳng (P), (Q), (R) đôi một song song. Hai đường thẳng d và 
[image: image975.wmf]'

d

cắt ba mặt phẳng (P), (Q), (R) lần lượt tại A, B, C và 
[image: image976.wmf]'''

A,B,C

. Cho AB = 3, BC =7, 
[image: image977.wmf]''

AC20

=

. Tính độ dài 
[image: image978.wmf]''''

AB,BC

.
                                            Giải

[image: image979.png]Ap dung dinh li Thalés trong khong gian doi vi ba mat phing song song (P), (Q), (R) va

hai cét tuyen d, d', ta co:
AB 4B 3
BC' BC T

SuyraA'B'=6; B'C' = 14.

AB_BC_AB+BC _AC'_20_,
300 T 347 10 10

suy ra





5. Hình lăng trụ và hình hộp
Hình lăng trụ

[image: image980.png]Cho hai mit phang (P) va (P') song song véi nhau. Trén (P) cho da giac |
Quacdc dinh cia da gide nay, ta vé cic duong thing song song véi nhau va cit (P') 1an lugt
tai 4, 4, ..., 4, Hinhtaobdicachinhbinhhanh A A4, A, ALAA A, ..., AAA 4]
vi hai da gide A, A, A, A A ..A] goild hinh lang tru, ki hiéu A, A, A, A 4.4





[image: image981.png]Trong hinh lang tru 4,4,... A, A{A}...A], ta goi
— Hai da gidc 4,4,...4, va A A4, 1a hai mgit ddy nim trén hai
mat phing song song;

—Ciic diém A, A, .., A, 4, 4
— Cac hinh binh hanh 44,4, 4', 4,4,44,
céic miit bén;

A, 1a céc dinh;

SAAMA

— Ciic doan thing 4,4/, 4,4,

Clic canh b sty sona vil blak b,

4,4, 1a cc canh bén





  [image: image982.png]— Céc canh cua hai da gidc day la cic canh ddy. Cac canh day
twong {mg song song va bing nhau.
Chil y: Hinh lang tru c6 déy 1 tam gidc, tif gidc, ngd gidc.
Iang try tam gidc, hinh lang tru tir gidc, hinh lang tru ngii gi

tuong tmg dugc goi 14 hinh





Ví dụ 5:

a) Gọi tên các hình lăng trụ trong hình;

b) Gọi tên các thành phần của hình lăng trụ trong hình a).

                              [image: image983.png]



                                                       Giải
a) Hình a là hình lăng trụ tam giác 
[image: image984.wmf]'''

ABC.ABC.


    Hình b là hình lăng trụ tứ giác 
[image: image985.wmf]''''

ABCD.ABCD.


    Hình c là hình lăng trụ ngũ giác 
[image: image986.wmf]'''''

ABCDE.ABCDE.


b) Hình lăng trụ tam giác 
[image: image987.wmf]'''

ABC.ABC

 trong hình a có:

 - Hai mặt đáy là các tam giácABC,
[image: image988.wmf]'''

ABC.


 - Sáu đỉnh: 
[image: image989.wmf]'''

A,B,C,A,B,C;


 - Ba mặt bên là các hình bình hành: 
[image: image990.wmf]''''''

AABB,BBCC,CCAA;


 - Ba cạnh bên: 
[image: image991.wmf]'''

AA,BB,CC;


Hình hộp
Hình hộp là hình lăng trụ có đáy là hình bình hành.
                           [image: image992.png]



Ví dụ 6: Cho hình hộp 
[image: image993.wmf]''''

ABCD.ABCD

. Chứng minh 
[image: image994.wmf]'

(BD.A)

 và 
[image: image995.wmf]''

(BDC)

là các mặt phẳng song song. 

                          [image: image996.png]=
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                               Giải
Ta có: 
[image: image997.wmf]''

BBDD

P

 và 
[image: image998.wmf]''

BBDD

=

, suy ra 
[image: image999.wmf]''

BBDD

 là hình bình hành, do đó
[image: image1000.wmf]''

BDBD

P


Tương tự ta cũng có 
[image: image1001.wmf]''

ABDC

P

.

Từ đó suy ra
[image: image1002.wmf]'

(BD.A)

P

 
[image: image1003.wmf]''

(BDC)

.

                                       BÀI TẬP
Bài 1: Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình bình hành có O là giao điểm của hai đường chéo. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của SA, SD.
a) Chứng minh 
[image: image1004.wmf](

)

(OMN)SBC

P

.

b) Gọi E là trung điểm của AB và F là một điểm thuộc ON. Chứng minh EF song song với (SBC).

Bài 2: Cho hai hình vuông ABCD và ABEF ở trong hai mặt phẳng khác nhau. Trên các đường chéo AC và BF lần lượt lấy các điểm M, N sao cho AM = BN. Các đường thẳng song song với AB vẽ từ M, N lần lượt cắt AD, AF tại 
[image: image1005.wmf]''

M,N

.

a) Chứng minh 
[image: image1006.wmf](

)

(CBE)ADF

P

.
b) Chứng minh 
[image: image1007.wmf](

)

''

(DEF)MNNM

P

.

Bài 3: Cho hình hộp 
[image: image1008.wmf]''''

ABCD.ABCD

. Gọi 
[image: image1009.wmf]12

G,G

 lần lượt là trọng tâm của hai tam giác 
[image: image1010.wmf]'

BAD

 và 
[image: image1011.wmf]''

BDC

. Chứng minh 
[image: image1012.wmf]1

G

 và 
[image: image1013.wmf]2

G

 chia đoạn 
[image: image1014.wmf]'

AC

 thành ba phần bằng nhau.
Bài 4: Để làm một khung đèn lồng kéo quân hình lăng trụ lục giác 
[image: image1015.wmf]''''''

ABCDEF.ABCDEF

, Bình gắn hai thanh tre
[image: image1016.wmf]1111

AD,FC

 song song với mặt phẳng đáy và cắt nhau tại 
[image: image1017.wmf]1

O

 (Hình vẽ).

a) Xác định giao tuyến của mặt phẳng 
[image: image1018.wmf](

)

1111

AD,FC

 với các mặt bên của lăng trụ.
b) Cho biết 
[image: image1019.wmf]'

11

AA6AA

=

 và 
[image: image1020.wmf]'

AA70cm.

=

Tính 
[image: image1021.wmf]1

CC

 và 
[image: image1022.wmf]'

1

CC

.

                                        [image: image1023.png]



BÀI 5. PHÉP CHIẾU SONG SONG
1.Khái niệm phép chiếu song song
Trong không gian, cho mặt phẳng (P) và đường thẳng l cắt (P). Với mỗi điểm M trong không gian, vẽ một đường thẳng đi qua M và song song hoặc trùng với l. Đường thẳng này cắt (P) tại 
[image: image1024.wmf]'

M

. Phép cho tương ứng mỗi điểm M trong không gian với điểm 
[image: image1025.wmf]'

M

 trong (P) được gọi là phép chiếu song song lên mặt phẳng (P) theo phương l.
                                                                     [image: image1026.png]Mt phing chiéu




Mặt phẳng (P) được gọi là mặt phẳng chiếu và đường thẳng l được gọi là phương chiếu.

Điểm 
[image: image1027.wmf]'

M

 gọi là ảnh của điểm M qua phép chiếu  theo phương l.

Ví dụ 1: Tìm phương chiếu, mặt phẳng chiếu của phép chiếu song song được mô tả trong hình vẽ sau:

                                                  [image: image1028.png]



Ví dụ 2: Tìm ảnh của hình hộp ABEF.DCGH qua phép chiếu song song được mô tả trong hình vẽ sau:
                                               [image: image1029.png]Mt phing chiéu

Vit chiéu




2. Các tính chất cơ bản của phép chiếu song song
Tính chất 1:

Hình chiếu song song của một đường thẳng là một đường thẳng. Hình chiếu song song của một đoạn thẳng là một đoạn thẳng. Hình chiếu song song của một tia là một tia.

[image: image1030.png]Ny

W/




Tính chất 2: 

Hình chiếu song song của hai đường thẳng song song là hai đường thẳng song song hoặc trùng nhau.

Tính chất 3:

- Phép chiếu song song biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và không làm thay đổi thứ tự ba điểm đó.

- Phép chiếu song song không làm thay đổi tỉ số độ dài của hai đoạn thẳng nằm trên hai đường thẳng song song hoặc trùng nhau.
Ví dụ 3: a) Tìm hình chiếu song song của đoạn thẳng AC, tia AB và đường thẳng AD trong hình b;
b) Quan sát hình a và so sánh hai tỉ số 
[image: image1031.wmf]''

''

ABAB

,

CD

CD

;

c) Quan sát hình b và so sánh hai tỉ số 
[image: image1032.wmf]''

'''

DADA

,

DBDB

;

              [image: image1033.png]A





                                                      Giải
a) Trong hình b, hình chiếu song song của đoạn thẳng AC, tia AB và đường thẳng AD lần lượt là đoạn thẳng 
[image: image1034.wmf]''

AC

, tia 
[image: image1035.wmf]''

AB

 và đường thẳng 
[image: image1036.wmf]''

AD

.
b) Do phép chiếu song song không làm thay đổi tỉ số độ dài của các đoạn thẳng nằm trên hai đường thẳng song song  nên trong hình a, ta có 
[image: image1037.wmf]''

''

ABAB

CD

CD

=

;
c) Do phép chiếu song song không làm thay đổi tỉ số độ dài của các đoạn thẳng nằm trên hai đường thẳng song song  nên trong hình b, ta có 
[image: image1038.wmf]''

'''

DADA

DBDB

=

;

3. Hình biểu diễn của một hình không gian
Hình biễu diễn của một hình H trong không gian là hình chiếu song song của H trên một mặt phẳng theo một phương chiếu nào đó hoặc hình đồng dạng với hình chiếu đó.
Ví dụ 4: Quan sát hình vẽ và tìm hình biểu diễn của: 
a) đoạn thẳng AB;               b) tam giác ABC;                     c) đường tròn (C) tâm O.

                     [image: image1039.png]



                                                         Giải
a)  Hình biể diễn của đoạn thẳng AB là đoạn thẳng 
[image: image1040.wmf]''

AB

 với 
[image: image1041.wmf]''

A,B

 lần lượt là ảnh của A, B.

b) Hình biểu diễn của tam giác ABC là tam giác 
[image: image1042.wmf]'''

ABC

 với 
[image: image1043.wmf]''"

A,B,C

 là ảnh của A, B, C.
c) Hình biểu diễn của đường tròn (C) là elip (E) với tâm 
[image: image1044.wmf]'

O

 là ảnh của O.

Ví dụ 5: Vẽ hình biểu diễn và nêu nhận xét về hình biểu diễn của các mặt  của các hình sau:
a) Hình hộp;                     b) Lăng trụ có đáy là lục giác đều;                 c) Tứ diện.

                                                                Giải
a) Hình biểu diễn của các mặt là các hình bình hành.

b) Hình biểu diễn của mặt đáy là lục giác có các cặp cạnh đối song song và bằng nhau, đồng thời song song  với đường chéo nối hai đỉnh còn lại. Hình biểu diễn của mặt bên là hình bình hành.

c) Hình biểu diễn  của bốn mặt là bốn tam giác.

                                [image: image1045.png]



                                                     BÀI TẬP
Bài 1: Vẽ hình biểu diễn của một lục giác đều.
Bài 2: Vẽ hình biểu diễn của một hình vuông nội tiếp trong một hình tròn.

Bài 3: Cho hai điểm A, B nằm ngoài mặt phẳng 
[image: image1046.wmf](

)

a

 và đường thẳng d cắt 
[image: image1047.wmf](

)

a

. Giả sử đường thẳng AB cắt 
[image: image1048.wmf](

)

a

 tại điểm O. Gọi 
[image: image1049.wmf]''

A,B

 lần lượt là hình chiếu song song của A, B trên 
[image: image1050.wmf](

)

a

 theo  phương của đường thẳng d. Ba điểm 
[image: image1051.wmf]''

O,A,B

 có thẳng hàng không? Vì sao? Chọn d sao cho:

a) 
[image: image1052.wmf]''

ABAB;

=

                                                b) 
[image: image1053.wmf]''

AB2AB;

=


Bài 4: Vẽ hình biểu diễn của:
a) Hình lăng trụ có đáy là tam giác đều;

b) Hình lăng trụ có đáy là lục giác đều;

c) Hình hộp.

(BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG IV

Bài 1: Cho hình hộp
[image: image1054.wmf]''''

ABCD.ABCD

. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của 
[image: image1055.wmf]''

AB,AB

 và O là một điểm thuộc miền trong của mặt bên 
[image: image1056.wmf]''

CCDD

. Tìm giao tuyến của mặt phẳng (OMN) với các mặt của hình hộp.

Bài 2: Cho hình chóp S.ABCD với ABCD là hình thoi cạnh a, tam giác SAD đều. M là điểm trên cạnh AB,
[image: image1057.wmf](

)

a

 là mặt phăng qua M và 
[image: image1058.wmf](

)

(SAD)

a

P

 cắt CD, SC, SB lần lượt tại N, P, Q.
a) Chứng minh rằng MNPQ là hình thang cân.

b) Đặt AM = x, tính diện tích MNPQ theo a và x.

Bài 3: Cho hai bình hành ABCD và ABEF nằm trong hai mặt phẳng khác nhau. Lấy các điểm M, N lần lượt thuộc các đường chéo AC và BF sao cho MC = 2MA; NF =2NB. Qua M, N kẻ các đường thẳng song song với AB, cắt các cạnh AD, AF lần lượt tại 
[image: image1059.wmf]11

M,N.

 Chứng minh rằng:
a) 
[image: image1060.wmf]MNDE;

P


b) 
[image: image1061.wmf]11

MN(DEF)

P


c) 
[image: image1062.wmf](
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P

.
CHƯƠNG V. CÁC SỐ ĐẶC TRƯNG ĐO XU THẾ TRUNG TÂM CHO MẪU SỐ LIỆU GHÉP NHÓM

Học xong chương này, sinh viên có thể:

· Tính được các số đặc trưng đo xu thế trung tâm cho mẫu số liệu ghép nhóm: số trung bình cộng (số trung bình), trung vị, tứ phân vị, mốt.

· Hiểu được ý nghĩa và vai trò của các số đặc trưng nói trên của mẫu số liệu trong thực tiễn.

· Rút ra được kết luận nhờ ý nghĩa của các số đặc trưng nói trên của mẫu số liệu trong trường hợp đơn giản.
· Nhận biết được mối liên hệ giữa thống kê với những kiến thức của các môn học khác trong chương trình toán và trong thực tiễn.

BÀI 1. SỐ TRUNG BÌNH VÀ MỐT CỦA MẪU SỐ LIỆU GHÉP NHÓM

1. Số liệu ghép nhóm
[image: image1063.png]~ Miu 56 liéu ghép nhom thudmg duge trinh bay dudi dang bing thong ké ¢6 dang nhu sau:
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Ví dụ 1: Cho bảng thống kê về số lượng khách hàng nữ theo độ tuổi sau:

   [image: image1064.png]Khoang tudi
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Tính giá trị đại diện và độ dài của mỗi nhóm?

                                          Giải
[image: image1065.png]Khodng tudi 120:30) | [30;40) | [40;50) | [50;60) | [60;70)
Gid tr dai dién 25 35 45 55 65
D0 dii cua nhom 10 10 10 10 10





 Một số quy tắc ghép nhóm của mẫu số liệu:
· Sử dụng từ k=5 đến k=20 nhóm. Cỡ mẫu càng lớn thì cần càng nhiều nhóm số liệu. 

Các nhóm có cùng độ dài bằng L thỏa mãn R < k.L, trong đó R là khoảng biến thiên, k là số nhóm.
· Giá trị nhỏ nhất của mẫu thuộc vào nhóm
[image: image1066.wmf][

)
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u;u

 và càng gần 
[image: image1067.wmf]1

u

 càng tốt. Giá trị lớn nhất của mẫu thuộc nhóm 
[image: image1068.wmf][
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 và càng gần 
[image: image1069.wmf]k1
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+

 càng tốt.
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2. Số trung bình
Số trung bình của mẫu số liệu ghép nhóm, kí hiệu 
[image: image1072.wmf]x

, được tính như sau:
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[image: image1075.png]Vidu 3. Két qua khio sit can ning cta 25 qua cam & moi 16 hang A va B duoc cho & bang sau:

Can ning (2) [150; 155) | [155; 160) | [160; 165) | [165; 170) | [170; 175)
S6 qua cam 6 16 hang A 2 6 12 4 1
S6 qua cam & 16 hang B 1 3 7 10 4

) Hay udc lugng can ning trung binh ciia m3i qua cam & 10 hang A va 16 hang B.
b) Néu so sanh theo sb trung binh thi cam ¢ 16 hang nao nang hon?
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[image: image1076.png]a) Can niing trung binh ciia mdi qua cam 16 hang A xAp xi bing
(2.152,5+6.157.5+12.162,5 +4.167,5+ 1.172,5): 25 = 161,7 (g).

Can nang trung binh cita mdi qua cam & 16 hang B xép xi bing
(1.152,5+3.157,5+7.162,5+10.167,5+4.172,5) : 25 = 165,1 (g).

b) Néu so sanh theo sb trung binh thi cam ¢ 16 hang B ning hon cam & 16 hang A.




Ý nghĩa của số trung bình của mẫu số liệu ghép nhóm
Số trung bình của mẫu số liệu ghép nhóm là giá trị xấp xỉ cho số trung bình của mẫu số liệu gốc. Nó thường dùng để đo xu thế trung tâm của mẫu số liệu.

3. Mốt
Nhóm chứa mốt của mẫu số liệu ghép nhóm là nhóm có tần số lớn nhất.

Giả sử nhóm chứa mốt là 
[image: image1077.wmf][
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, khi đó mốt của mẫu số liệu ghép nhóm, kí hiệu là 
[image: image1078.wmf]0
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 được xác định bởi công thức:
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[image: image1080.png]Chiiy:

ké sau ciia nhom chira mot thi n,

u khong c6 nhom ké truée cia nhom chita mot thi n,,_, =0. Néu khéng c6 nhom
=0.

Vi du 4. Mot cng ty xdy dung khio st khach hang xem ho ¢6 nhu cAu mua nha & mic
gid ndo. Két qua khao sit duge ghi lai & bang sau:

(mx‘;caf‘;mn [10;14) | [1418) | [1822) | [22:26) | [26;30)
86 khich hing 54 78 120 45 12

a) Tim mét cia mau s6 liéu ghép nhom trén
b) Cong ty nén xdy nha ¢ mitc gia nao dé nhiéu ngudi c6 nhu ciu mua nhét?
Gii
a) Nhom chira mét ciia méu s6 liu trén 1a nhom [18; 22)
Dodou,=18,n,_,=78,n,=120,n,.,=45,u,.,~u, =22~ 18=4.
Mét ciia mu 6 lidu ghép nhom la
120-78 758

M, =184 ————— . 4=—""=~19,4.
(120-78)+(120-45) = 39





b) Dựa vào kết quả trên ta có thể dự đoán rằng nếu công ty xây nhà ở mức giá 19,4 triệu đồng/
[image: image1081.wmf]2

m

 thì sẽ có nhiều người có nhu cầu mua đất.

[image: image1082.png]Vi du 5. S6 cude goi dién thoai mdt ngudi thuc hién mdi ngdy trong 30 ngay duoe
Iya chon ngu nhién duoc théng ké trong bing sau:

S6 cude goi [3:5] [6:8] [9:11] n214] | (1517
S6 ngay 5 13 7 3 2

a) Tim mdt ctia mAu s6 liéu ghép nhom trén.
b) Hay dur dodn xem khd néing ngudi d6 thuc hién bao nhiéu cude goi mi ngdy 1a cao nhit
Gii
Do 56 cude goi la 6 nguyén nén ta hiéu chinh lai nhu sau.

Sbeudegoi | [2.5:55) | [55:85) | [85:115) |[115;145) | [14.5;17.5)

S6 ngay 5 13 7 3 g

a) Nhom chira mét cia mau s6 liéu trén 1a nhom [5,5; 8.5).
Do déu,

MGt cia mi

=S, =13 = T~

56 liéu ghép nhém 1a

13-5 101 _
W3-5)+13=7) =~ 14
b) Dua vio két qua trén ta c6 thé du doan ring kha nang ngui do thuc hién 7 cudc goi
méi ngay la cao nhat.

M, =55+ 7.2




[image: image1083.png]¥ nghia cua mot cua mau so liéu ghép nhom
— Mt cita mAu 56 liéu khong ghép nhom I gid tri 6 kha ning xudt hién cao nhét khi iy mAu.
Mét ciia mdu s6 liéu sau khi ghép nhém M, xép xi véi mét ciia mau s6 liéu khang ghép nhom.
Cic gid tri nim xung quanh M, thiémg c6 kha nang xudt hién cao hon cic gid tri khac.

— Mot miu 56 liéu ghép nhom co thé ¢o nhiéu nhom chira mét va nhiéu mét.




BÀI TẬP
Bài 1: Anh Văn ghi lại cự li 30 lần ném lao của mình ở bảng sau (đơn vị: mét)
[image: image1084.png]721 | 729 | 702 [ 709 | 122 | 715 [ 725 | 693 | 723 | 697
723 | 715 [ 712 [ 698 [ 723 | 711 [ 695 [ 722 | 719 | M0
76 | 713 | 22| g [ 708 | 22 [ 22| 129 | 27| 707





[image: image1085.png]a) Tinh cy li trung binh ciia mdi lan ném.

b) Téng hop lai két qua ném cta anh Van vio bang tin s6 ghép nhom theo méu sau:

Culi (m)

[69.2; 70)

[70;70,8)

[70.8;716)

[71.6; 72.4)

[724;73.2)

S6lan

2

2

2

9

2

¢) Hay u6c lugng cy li trung binh mdi ln ném tir bang tin s ghép nhom trén.

d) Kha nang anh Van ném duoc khoang bao nhiéu mét la cao nhat?





Bài 2: Người ta đếm số xe ôtô đi qua một trạm thu phí mỗi phút trong khoảng thời gian từ 9 giờ đến 9 giờ 30 phút sáng. Kết quả được ghi lại ở bảng sau:
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[image: image1087.png]) Tinh s6 xe trung binh di qua tram thu phi trong mé1 phit.

b) Téng hop lai 56 lidu trén vao bang tan s6 ghép nhom theo mau sau:

Sbxe

[6: 10]

[11;15

1

[16; 20]

2

S1

[26:30]

6 lin

2

?

o

2

5

¢) Hay udc luong trung binh s6 xe di qua tram thu phi trong mdi phit tir bang tan sé ghép

nhom trén.




Bài 3: Một thư viện thống kê số lượng sách được mượn mỗi ngày trong ba tháng ở bảng sau:
[image: image1088.png][16:20]

[26:30]

[31:35]

[36: 40]

[41; 45]

[46; 50]

3

15

27

22

14

5

;6 trung binh va mét ciia mau sé liéu ghép nhém trén.






BÀI 2. TRUNG VỊ VÀ TỨ PHÂN VỊ CỦA MẪU SỐ LIỆU GHÉP NHÓM
1. Trung vị

Công thức xác định trung vị của mẫu số liệu ghép nhóm

· Gọi n là cỡ mẫu;
· Giả  sử 
[image: image1089.wmf][
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 chứa trung vị;
· 
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n

 là tần số của nhóm chứa trung vị;

· 
[image: image1091.wmf]12m1
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Khi đó, trung vị được tính bởi công thức:
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Ví dụ 1: Kết quả khảo sát cân nặng của 25 quả bơ ở một lô hàng cho trong bảng sau:
[image: image1093.png]Cn nang (g)

[150; 155)

[155; 160)

[160; 165)

[165; 170)

[170; 175)

S6 qua bo

1

7

12

3

2

Hay tim trung vi ciia mau s6 lidu ghép nhom trén





[image: image1094.png]Gii
Goi X3 Xy; ... Xy la cén ndng ciia 25 qua bo xép theo thir tu khong giam.

Do x, € [150; 155);x,, ..., X, € [155 160); x;, ..., X, € [160; 165) nén trung vi ctia mau
s6 lidux,; x,; ...; xy, lax,, € [160; 165).

Ta xdc dinh duge =1+7=8,u,=160,u,,,= 165

Viy trung vi cia mau s6 liéu ghép nhom 1a

=160+ 111 (165-160) = 161,875




Ví dụ 2: Trong tuần lễ bảo vệ môi trường, các học sinh khối 11 tiến hành thu nhặt vỏ chai nhựa tái chế. Nhà trường thống kê kết quả thu nhặt vỏ chai của học sinh khối 11 ở bảng sau:

[image: image1095.png]6 v6 chai nhua

[11; 15

[16:20]

121;25]

126; 30]

[31:35]

S8 hoc sinh

53

82

48

39

18

Hay tim trung vi ciia mau s liéu ghép nhom trén.





                                                         Giải
[image: image1096.png]Do s0 vo chai la s6 nguyén nén ta hiéu chinh lai nhu sau:
$6 vo chai nhya | [10,5; 15.5) | [15.5:20,5) | [20.5;25.5) | [25.5:30,5) | [30,5; 35.5)
86 hoc sinh 53 82 18 39 18

S6 hoc sinh tham gia thu nhat vo chai nhya la
n=53+82+48+ 39+ 18 =240
GOl X3 Xy, .3 Xpyp lan lugt 12 56 vO chai 240 hoc sinh khéi 11 thu nhat duoc xép theo
thir tur khong gidm.
X € [10,5; 15,5); Xy, ., X35 € [15,5: 20,5) nén trung vi ciia mau sb ligu

1+ %) € [15,5:20.,5).

40, n,, =82, C=53,u, =155, 4,

Trung vi cia mu 6 liéu ghép nhom 1a

g B

M =155+2 .
2

Ta xac dinh duoc n =205

(20,5-15, 5)_%49 59




Ý nghĩa của trung vị của mẫu số liệu ghép nhóm

Từ dữ liệu ghép nhóm nói chung không thể xác định chính xác trung vị của mẫu số liệu gốc.

Trung vị của mẫu số liệu ghép nhóm là giá trị xấp xỉ cho mẫu số liệu gốc và có thể làm giá trị đại diện cho mẫu số liệu.

2. Tứ phân vị 
Công thức xác định tứ phân vị của mẫu số liệu ghép nhóm
[image: image1097.png]Tt phan vi thi hai ctia mAu s6 lidu ghép nhom, ki hidu O, ciing chinh 4 trung vi ctia miu
56 liéu ghép nhom.

Dé tim tir phan vi thi nhét cita mau s6 liéu ghép nhom, ki hiéu O, ta thuc hién nhu sau

« Gia sir nhom [u,; u, , ) chira tir phan vi thir nhit;

«n, 14 tin sb ctia nhom chita tir phén vi thi nhdt;

cC=m+m+ .. +n,
Khi do

1





[image: image1098.png]Tuong ty, dé tim tir phan vi thir ba cita mdu s6 ligu ghép nhom, ki higu O, ta thyc hién
nhu sau

* G sir nhém [u; u,.,) chira tir phan vi thir ba;

+ n,1a tan s6 ciia nhom chira ti phan vi thit ba;

«C=ni+n+. . +n_,




Khi đó,

[image: image1099.png]



Ví dụ 3: Thời gian luyện tập trong một ngày(tính theo giờ) của một số vận động viên được ghi lại ở bảng sau:

[image: image1100.png]Thdsi gian luyén tap (giv)

[0;2)

2;4)

[4; 6)

[6;8)

[8:10)

S6 van dong vién

12

12





Hãy xác định các tứ phân vị của mẫu số liệu
                                              Giải

[image: image1101.png]Nhic lai: x; £x, < ... <x;, [ thoi gian luyén tap cua 39 van dong vién.
i phéin vi thit hai ciia day s6 1iéux,; ;5 .-.; X 14 Xy € [4; 6). Do d6 tir phén vi thit hai
cta mAu s ligu ghép nhom la

2.39

22 (3+8) -

4t (6-4)==5417
12 12

Tir phan vi thir nhét cua day sé lidux,;x,; ... x,, 1 x,, € [2; 4). Do d6 tir phan vi thi nhit
ctia mAu 56 liéu ghép nhom l1a
1.39

3
AT iy a5
g 16





[image: image1102.png]Tir phan vi thir ba ctia day s liéu x
miu 56 liéu ghép nhom 1a

-, 1 x,, € [6; 8). Do d6 tir phan vi thir ba cua

169

=6 ((B=6) =2 27,002
0,=6+ ( )=

: 1 :
Chi: Néu tcphin vi this k1 (5, + %.,), trong 46 5, va . thuge hai nhorm lién tiép,

vidunhux, € [u,_;u)vax,_, € [u;u, ) thitaldy 0, =





Ví dụ 4: Một hãng xe ôtô thống kê lại số lần gặp sự cố về động cơ của 100 chiếc xe cùng loại sau 2 năm sử dụng đầu tiên ở bảng sau:

[image: image1103.png]a) Hay udc lugng céc tir phén vi cia mau s liéu ghép nhom trén.
b) Mot ngudi cho ring ¢6 trén 25% xe ciia hing gap khong it hon 4 sy ¢ vé dong co trong
2 nim sir dung diu tién. Nhan dinh trén 6 hop li khong?

Gidi
a) Do s6 lan gap sw ¢b 14 s6 nguyén nén ta hiéu chinh lai nhu sau:

Sélangipsucd | [0.5:2,5) | [2.5:45) | [45:65) | [65:8,5) |[8.5:105)
86 xe 17 33 25 20 5

GOi X5 X3 -3 X, 12 mAu s6 liéu duoe xép theo thir ty khong giam.
Ta cox,, ..., Xy € [05: 25 Xy ooy X € [257 45); Xy, o Xy € [45; 6.5);
X oo Xog € [6.51 8.5 X, ... X0 € [8.55 10.5).

Tit phin vi thir hai ciia day s lidu x,; x5 ...5 X, 12 %(x(n +x,).Dox, € [25:4.5) vi

X, € [4,5;6,5) nén tir phan vi thit hai cita mAu s6 liéu ghép nhom 1a 0, = 4,5




[image: image1104.png]Tit phan vi thit nhét cia day 6 lidux,; x,; X, 12 %(x 5+ Xy5). DO X35 v Xy, thude nhom

[2.5: 4.5) nén tir phan vi thit nhéit cia mAu s6 liéu ghép nhom 1

1.100
e
1





[image: image1105.png]Tit phan vi thi ba ctia day s lidu x,; x5 ... X, 12 %(xx +x,). Do x,, € [45;65) v

5.

X, € [6.5; 8,5) nén tir phan vi thir ba ca miu s6 lidu ghép nhom 1a 0,=

b) Do tir phin vi thir nhit ©, ~ 2,98 nén nhan dinh trén 14 hop 1i
¥ nghia cila tit phén vi ciia méu s6 liéu ghép nhém
Ba diém tir phén vi chia mAu s6 liéu da sip xép theo thir tu khang giam thanh bén phin déu nhau.
Gibng nhu véi trung vi, ndi chung khong thé xdc dinh chinh xdc cc diém tir phan vi cia
mau 56 ligu ghép nhom
BG ba tir phan vi ciia miu s6 liéu ghép nhom a gid tri xdp xi cho tir phan vi ciia mu s6 lidu
gbe va duge sir dung lam gid tri do xu thé trung tam cua miu s6 lidu.
Tir phan vi thir nhét va thit ba do xu thé trung tam cuia nira dudi (cc di liéu nho hon Q,) va
nira trén (cc dit liéu 1én hon

cta miu sé liéu.





BÀI TẬP
Bài 1: Lương tháng của một số nhân viên một văn phòng được ghi lại như sau: (đơn vị: triệu đồng)
[image: image1106.png]125 | 96 | 11,7 | 12,7 | 100 | 100 [ 122 | 98 [ 109 | 6,7 [ 136 | 92

130 [ 65107 |89 | 11213283 [ 11,1 [119] 84 | 67 | 138

a) Tim tir phén vi cta day s liéu trén.




[image: image1107.png]b) Tong hop lai day s6 liéu trén vao bang tin s6 ghép nhom theo miu sau

I(:’;:;gj;f 16:8) [8; 10) [10; 12) [12; 14)
S6 nhan vién ? ? ? ?

¢) Hay u6c lugng tir phin vi ciia sb lidu & bang tin s6 ghép nhom trén.




Bài 2: Số điểm một cầu thủ bóng rổ ghi được trong 20 trận đấu được cho ở bảng sau:
[image: image1108.png]25 | 23 [ 21 13 3 14 15 18 | 2 11
24 12 14 14 18 6 8 25 10 11
) Tim t& phan vi cua day s6 liéu trén

b) Téng hop lai day sb liéu trén vao bang tin s6 ghép nhém theo mAu sau:





Bài 3: Kiểm tra điện lượng của một số viên pin tiểu do một hãng sản xuất thu được kết quả sau:
[image: image1109.png]Pién luong
(nghin mAh)

[0.9: 0.95)

[0.95; 1,0)

[1,0; 1,05)

[1.05; 1,1)

[1,1; 1,15)

S6 vién pin

10

20

35

15

Hay udc luong sb trung binh, mdt va tir phin vi cia miu sé liéu ghép nhom trén.





Bài 4: Cân nặng của một số lơn con mới sinh thuộc hai giống A và B được cho ở biểu đồ dưới đây (đơn vị: kg)
                   [image: image1110.png](S6 con)
40

Cén nang clia mét &
Ign con mdi sinh

Lo LD [LE12) [12;13)

M Gibng A M Giéng B

[iE

14)

(kg)





a) Hãy so sánh cân nặng của lợn con mới sinh giống A và giống B theo số trung bình và trung vị.
b) Hãy ước lượng tứ phân vị thứ nhất và thứ ba của cân nặng lợn con mới sinh giống A và của cân nặng lợn con mới sinh giống B.

BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG V
Bài 1: Thống kê điểm trung bình môn Toán của một số học sinh lớp 11 được cho ở bảng sau:
[image: image1111.png][9.5; 10)

4





Bài 2: Để kiểm tra thời gian sử dụng pin của chiếc điện thoại mới, chị An thống kê thời gian sử dụng điện thoại của mình từ lúc sạc đầy pin cho đến khi hết pin ở bảng sau:
[image: image1112.png]Thoi gian sir dung (giv)

[7:9)

[9: 11)

[11:13)

[13:15)

[15:17)

6 1in

2

5

7

6

3

a) Hay ude lugng ths gian sir dung trung binh tir lie chi An sac ddy pin dién thogi cho t6i

khi hét pin.

b) Chi An cho ring c6 khoang 25% s6 lan sac dién thogi chi dung duge dudi 10 gio. Nhan dinh

cua chi An 6 hop li khong?




Bài 3: Tổng lượng mưa trong tháng 8  đo được tại một trạm quan trắc đặt tại Vũng Tàu từ năm 2002 đến năm 2020 được ghi lại như dưới đây (đơn vị: mm):

[image: image1113.png]1218 1583 3349 2009 1656 1615 1943 2207 1898 2342
1659 1659 134 173 169 189 254 168 255
(Ngudn: Téng cuc Théng ké)




a) Xác định số trung bình, tứ phân vị và mốt của mẫu số liệu trên.

b) Hoàn thiện bảng tần số ghép nhóm theo mẫu sau:

[image: image1114.png]Tong lugng muatrong thang 8 (mm)

[120; 175)

[175; 230)

[230; 285)

[285; 340)

$6 nam

]

?

2

]





c) Hãy ước lượng số trung bình, tứ phân vị và mốt của mẫu số liệu ở bảng tần số ghép nhóm trên.
CHƯƠNG VI. HÀM SỐ MŨ VÀ HÀM SỐ LÔGARIT
( Mục tiêu:

Sau khi học xong chương này, sinh viên có thể:

-Nhận biết phép tính lũy thừa với số mũ thực, phép tính lôgarit;sử dụng các tính chất của phép tính lũy thừa, phép tính lôgarit trong tính toán, rút gọn biểu thức; tính giá trị của biểu thức chứa lũy thừa, lôgarit bằng máy tính cầm tay.

-Vận dụng phép tính lũy thừa, phép tính lôgarit trong tính toán,giải quyết các vấn đề trong môn học và trong thực tiễn.

-Nhận biết hàm số mũ và hàm số lôgarit;vẽ đồ thị và nhận biết tính chất của các hàm số này; vận dụng vào giải quyết các vấn đề trong các môn học khác và trong thực tiễn.
- Giải phương trình, bất phương trình mũ, loogarit đơn giản; vận dụng vào giải quyết các vấn đề trong các môn học khác và trong thực tiễn.

BÀI 1. PHÉP TÍNH LŨY THỪA
1. Lũy thừa với số mũ nguyên
Định nghĩa: Với số nguyên dương n, số thực 
[image: image1115.wmf]a0
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Ví dụ 1: Tính giá trị các biểu thức sau:
a) 
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                                                  Giải
a)
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c) 
[image: image1125.wmf](
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Ví dụ 2: Tính giá trị của biểu thức sau:
a) 
[image: image1126.wmf](
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                              b) 
[image: image1127.wmf]5
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                          c) 
[image: image1128.wmf]3
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2. Căn bậc n
Định nghĩa: Cho số nguyên dương n 
[image: image1129.wmf](

)

n2

³

 và số thực b bất kì. Nếu có số thực a sao cho

[image: image1130.wmf]n

ab

=

 thì a được gọi là một căn bậc n của b.

Mở rộng kết quả này, ta có:

[image: image1131.png]Cho 7 13 6 nguyén dwrong (1> 2), b 1a s6 thuc bt ki. Khi do:
~Néu n I s6 chin thi:

« b < 0: khong ton tai can bac n ciia b.

* b =0: c6 mdt cin ncuabla0.

«b>0: ¢6 hai céin bic n ciia b dbi nhau, ki hiéu gid tri dwong 13 4/b v gid tri am 13 /5.

— Néu 1 1a s6 1¢ thi ¢6 duy nhét mét can bc  cia b, ki hicu /5.




(Chú ý: a) Nếu n chẵn thì căn thức 
[image: image1132.wmf]n

b

có nghĩa khi và chỉ khi (
[image: image1133.wmf]Û

) 
[image: image1134.wmf]b0

³

.
                b) Nếu n lẻ thì căn thức 
[image: image1135.wmf]n

b

có nghĩa với mọi số thực b 
[image: image1136.wmf](
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Ví dụ 3: Tìm 
[image: image1137.wmf]5
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                             Giải

[image: image1138.wmf]4
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(Tính chất

[image: image1140.png]Ja-s5
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Ví dụ 4:Tính giá trị các biểu thức sau:
a) 
[image: image1141.wmf](
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                          b) 
[image: image1142.wmf]5
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8.4;
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                c) 
[image: image1143.wmf]4

3
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                                                       Giải
[image: image1144.png]a) YB-m)° =B-n|=n-3 (vin>3)
W B {2 DT P -
o) 232 =Y(32) {2 =)'





Ví dụ 5: Tính giá trị các biểu thức
  [image: image1145.png]0 4.4




3. Lũy thừa với số mũ hữu tỉ
        [image: image1146.png]& 3 0 A
Cho s6 thuc duong a va s6 hiru ti = —, trong do m, n € Z,n>0.
n

Luj thira cia a véi sb mi r, ki hiéu @', duoc xdc dinh bai





Ví dụ 6: Biểu thị các lũy thừa sau đây dưới dạng căn thức:
a) 
[image: image1147.wmf]1
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                                                    b) 
[image: image1148.wmf]2
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                                       Giải
a) 
[image: image1149.wmf]1
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                                  b) 
[image: image1150.wmf]2
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Ví dụ 7: Tính giá trị các biểu thức sau:

a) 
[image: image1151.wmf]1
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25;

                        b) 
[image: image1152.wmf]1
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                         c) 
[image: image1153.wmf]1,5

100.


Ví dụ 8: Viết các biểu thức sau dưới dạng lũy thừa với số mũ hữu tỉ:

a) 
[image: image1154.wmf]3

2

;                            b) 
[image: image1155.wmf]5

1

;
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                                c) 
[image: image1156.wmf](
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4. Lũy thừa với số mũ thực
[image: image1157.png]Gi6i han ctia day s6 (a*) duoc goi 13 luf thira cia sé thuc duong a véi s6 mii o, ki hiéu
laa®.

a® = lim a* véi a.= lim 7.




(Chú ý: 
[image: image1158.wmf]11,

a

="aÎ
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Ví dụ 9: Sử dụng máy tính cầm tay, tính các lũy thừa sau đây (làm tròn đến chữ số thập phân thứ sáu):

a) 
[image: image1159.wmf]1,5

1,2;

                                   b) 
[image: image1160.wmf]3

10;

                      c) 
[image: image1161.wmf](
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3
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5. Tính chất của phép tính lũy thừa
[image: image1162.png]Cho a, b la nhimg s6 thuc duong; o, B 12 nhimg s6 thuc bat ki. Khi do:

ap

“a.d"=a +(a*) =a

* (ab)" =a"b*





Ví dụ 10: Viết các biểu thức sau dưới dạng một lũy thừa (a> 0):
[image: image1163.png]o) fava:

o Yade sz





Ví dụ 11: Rút gọn biểu thức: 
[image: image1164.wmf]2515
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                                          Giải
[image: image1165.png]O
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Ví dụ 12: Viết các biểu thức sau dưới dạng một lũy thừa (a > 0)
[image: image1166.png]P R




Ví dụ 13: Rút gọn biểu thức: 
[image: image1167.wmf](
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 với x, y >0
BÀI TẬP
[image: image1168.png]1. Tinh gid tri cdc biéu thirc sau:

.
x)(ij 3?.12%
4
' (27
By (=] +[2] ;
)G
o (27.5) " :(5.5%).
2. Viét cc biéu thirc sau du6i dang mét luy thira (@ > 0):
2)3.43.43.43

b) Yayava:
Va_ifa ia
({a).a

3. Rt gon céc biéu thitc sau (a > 0, 5> 0):

©)





[image: image1169.png]. Véi mét chi vang, gia sir ngudi tho lanh nghé c6 thé dét mong thanh 14 vang rong 1 m* va diy
khoang 1,94.10” m. Déng xu 5000 déng day 2.2. 10~ m. chong bao nhiéu 14 ving nhur
trén dé co do diy bing déng xu loai 5000 dong? Lam tron két qua dén chir s6 hang tram.

15 £
. Tai mot xi nghiép, cong thire P(r) =500.(§J duge ding dé tinh gid trj con lai (tinh theo

triéu déng) cia mot chiéc méy sau thoi gian ¢ (tinh theo nam) ké tir khi dua vao sir dung.

a) Tinh gid tri con lai cita mdy sau 2 ndm; sau 2 ndm 3 thing.

b) Sau | nam dua vao sir dung, gid tri con lai ciia méy bing bao nhiéu phan trim so v ban diu?
. Biétring 10°=2; 10°=5.

Tinh 10°°%; 10°°7; 105 10 1000% 0,01

. Biét ring 4*

% Tinh gid tri cac biéu thirc sau:

2) 165+ 16 b) (2¢427¢) .




BÀI 2. PHÉP TÍNH LÔGARIT

1.Khái niệm lôgarit
[image: image1170.png]Cho hai s6 the dwong a, b véi a # 1. S6 thuc o thoa mén ding thirc a* = b duge goi la
logarit co'sé a ciia b va ki hiéu li log, b.

a=log,b e a*=b.




Ví dụ 1: Viết các đẳng thức lũy thừa sau thành đẳng thức lôgarit:
[image: image1171.png]5 1 \"
3¥=243 b)107=—; 3
a) 2 ) ™ o (+3)
Giai

a)3°=243 = log,243 =5;

o (3)

= log -1




(Chú ý: 

[image: image1172.png]a) Bicu thuc log 6 chiconghtakhia >0, a# 1 va 6> 0.
b) Tir dinh nghia logarit, ta co:
“log,1=0; (1) sloga=1: (2)
log,a"=b; (3) cad"t=pb  (4)

Hai cong thiic (3) va (4) cho thiy phép 1y logarit va phép nang Ién lu thira 14 hai phép
ton nguoc nhau.




Ví dụ 2: Tính : a) 
[image: image1173.wmf]2

1

log;

4

                               b) 
[image: image1174.wmf]3

log5

9

.

                                                                       Giải
[image: image1175.png]a) log, - = log, 3

U
7y
by 945 = (32 = 32w _ (308 ) =





Ví dụ 3: a) 
[image: image1176.wmf]3

3

log3;

                b) 
[image: image1177.wmf]1

2

log8;

                c) 
[image: image1178.wmf]5

log4

1

25

æö

ç÷

èø
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2. Tính lôgarit bằng máy tính cầm tay
Sử dụng máy tính cầm tay, ta có thể tính nhanh giá trị của các lôgarit (thường cần lấy giá trị gần đúng bằng cách làm tròn đến hàng nào đó).

(Chú ý: 

[image: image1179.png]a) Logarit co s 10 duoc goi la ldgarit thip phén. Ta viét log N hodc Ig N thay cho log,, N.

b) Logarit co sé e con duoe goi la lagarit tw nhién. Ta viét InN thay cho log, N.




Ví dụ 4: Sử dụng máy tính cầm tay, tính giá trị các biểu thức sau (làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ sáu):
a) 
[image: image1180.wmf]5

log0,5;

                       b) 
[image: image1181.wmf]log25;

                        c) 
[image: image1182.wmf]3

ln.

2


3. Tính chất của phép tính lôgarit
[image: image1183.png]Cho cic so thue duong a, M, N véia # 1, taco:
+ log, (MN) = log, M + log, N
M
+ log, = = log, M~ log, N
og, 7= log, 2,
slog,M*=alogM (o€ R)




(Chú ý: Đặc biệt, với a, M, N dương, 
[image: image1184.wmf]a1,

¹

ta có:

[image: image1185.png]« log, 4/M =—log, M véine N*
n





Ví dụ 5: Tính giá trị các biểu thức sau:
[image: image1186.png]a) log1§+log3 12; b) log, (97 3); ©) log, 325.

Gidi
a) 1ogl§+10gI 12= lugz(g.ll): log, 2" =3log,2=3.1=3.

b) log, (9%

?) = log, 9 + log, 3 = 2log, 3+ 2log,3=2 . 2 log,3+ 2=4+2=6.

1
¢) log, /25 = log, 25" =log, 5° %]ogs 5=





Ví dụ 6: Tính: a) 
[image: image1187.wmf]55

1

log4log;

4

+

                       b) 
[image: image1188.wmf]22

log28log7;

-

                 c) 
[image: image1189.wmf]log1000.


4. Công thức đổi cơ số
[image: image1190.png]Cho cic sb duong a, b, Nvéia#1,b# 1, tacd

log, N

log, N= .
log, a




Đặc biệt, ta có:

[image: image1191.png]= log, N (a#0).
log, N = (N#1):
* log,

log, a




Ví dụ 7: Tính giá trị các biểu thức sau:

a) 
[image: image1192.wmf]9

log27;

                                             b) 
[image: image1193.wmf]23

1

log3.log.

4

               

                                           Giải
a) 
[image: image1194.wmf]2

3
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3
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log27log3log3.1;
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b) 
[image: image1195.wmf]2
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Ví dụ 8: Tính giá trị các biểu thức: a) 
[image: image1196.wmf]1

4

log8;

                                 b) 
[image: image1197.wmf]456

log5.log6.log8.

         

Ví dụ 9: Đặt 
[image: image1198.wmf]33

log2a,log7b.

==

Biểu thị 
[image: image1199.wmf]12

log21

 theo a và b.

                                                  BÀI TẬP
Bài 1: Tính giá trị các biểu thức sau:
[image: image1200.png]: 1
1) log, 16; b) log, —— <) log 1000; d) 92,




Bài 2: Tìm các giá trị của x để biểu thức sau có nghĩa:

a) 
[image: image1201.wmf](

)

3

log12x;

-

                                             b) 
[image: image1202.wmf]x1

log5.

+

         
Bài 3: Sử dụng máy tính cầm tay, tính giá trị các biểu thức sau (làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ tư):
 a)   
[image: image1203.wmf]3

log15;

                           b) 
[image: image1204.wmf]log8log3;

-

               c) 3ln2.
Bài 4: Tính giá trị các biểu thức sau:

a) 
[image: image1205.wmf]66

log9log4;

+

              b) 
[image: image1206.wmf]55

log2log50;

-

                    c) 
[image: image1207.wmf]33

1

log5log15.

2

-


Bài 5: Tính giá trị các biểu thức sau:

a) 
[image: image1208.wmf]23

log9.log4;

                     b) 
[image: image1209.wmf]25

1

log;

5

            c) 
[image: image1210.wmf]295

log3.log5.log4.


Bài 6: Đặt 
[image: image1211.wmf]log2a,log3b.

==

 Biểu thị các biểu thức sau theo a và b.

a) 
[image: image1212.wmf]4

log9;

                     b) 
[image: image1213.wmf]6

log12;

                               c) 
[image: image1214.wmf]5

log6.


BÀI 3. HÀM SỐ MŨ. HÀM SỐ LÔGARIT
1.Hàm số mũ

[image: image1215.png]Cho s thuc duong a khdc 1.
i ho tuong tng mdi s6 thuc x véi s6 thue a* duge goi 13 ham s6 mii co sb a,





( Nhận xét: Hàm số 
[image: image1216.wmf]x

ya

=

 có tập xác định là 
[image: image1217.wmf]¡

.
Ví dụ 1: Trong các hàm số sau đây, hàm số nào là hàm số mũ? Chỉ ra cơ số của nó.
a) 
[image: image1218.wmf]x

2

y3;

=

                  b) 
[image: image1219.wmf]4

yx;

-

=

             c) 
[image: image1220.wmf]x

y4;

-

=


                              Giải
[image: image1221.png]y -
) =(+B)" 1a ham sé mii véi co sé 43

a) y=3
b) y=x"*khéng phai la him s6 mi.
oy=47=(4") :GJ 1a him sb mii véi co s %.




Đồ thị của hàm số mũ
Hàm số 
[image: image1222.wmf]x

ya(a0,a1)

=>¹

 có:

[image: image1223.png](1) Tép xéc dinh: D=R.
Tip gid tri: T=(0; +0).

(2) Su bién thién:
« Néua > 1 thi ham s6 dong bién trén R va
lim y= lim a* =+o, lim y= lim a* =0,

*Néu 0<a <1 thi him sb nghich bién trén R va
lim y=lima' =0, lim y = lim a* = 4+,
(3) Db thi: — ——F
« Ciit truc tung tai diém (0; 1); di qua diém (1; a).
« Niim phia trén truc hoanh.




[image: image1224.png]



Ví dụ 2: Sử dụng tính chất của hàm số mũ, so sánh các cặp số sau:

a) 
[image: image1225.wmf]2

1,4

 và 
[image: image1226.wmf]1,8

1,4

;             b) 
[image: image1227.wmf]1,2

0,9

-

 và 
[image: image1228.wmf]0,8

0,9;

-

      c) 
[image: image1229.wmf]3

2

 và 
[image: image1230.wmf]5

4.


                                                 Giải
[image: image1231.png]a)Do14>1nénhamsoy=14"dongbientrén R. Ma2>18nén 1.4°> 14"

b) Do 0,9 < | nén ham s6

.
o) Tacé: ¥2=2% 4=

=0.9" nghich bién trén R. Ma ~1.2 < 0.8 nén 0,972 > 0,9°**

Loz
Do 2> 1 nén ham sby nén 25 <25, suyra 2 < 4.




Ví dụ 3: Năm 2020, dân số thế giới là 7,795 tỉ người và tốc độ tăng dân số là 1,05%/năm
[image: image1232.png](ngudn: htps://www.worldmeters.info/world-population). Néu tdc dé ting nay tiép tuc
duy tri & nhiing nam tiép theo thi din s6 thé giGi sau 7 ndm ké tir nam 2020 duc tinh bai
cong thire:

P(6)=7.795 . (1+0,0105) (tingusi). (%)
Khi 6, hay tinh dan s6 thé giéi vao ndm 2025 va vio nam 2030. (Méc thai diém dé tinh
dan sé cia m&i nam 13 ngdy 1 thang 7.)




                                         Giải
[image: image1233.png]Nim 2025 {mg v6i £ =5 nén c6 din s6 thé gi6i la
P(5)=7.795 . (1 +0,0105)° ~ 8.213 (ti ngudi).

Nam 2030 {mg véi £ = 10 nén c6 dan sb thé gidi la

1795 . (1 +0,0105)"° ~ 8,653 (ti ngudi).





2. Hàm số lôgarit

[image: image1234.png]Cho 56 thuc dwong a khac 1.
Ham sb cho tuong tmg mi s6 thuc duong x véi sé thue log, x dwoc goi 1a ham sé logarit
co's6 a, ki hiéuy = log, x.




(Nhận xét: Hàm số 
[image: image1235.wmf]a

ylogx

=

 có tập xác định là 
[image: image1236.wmf](

)

0;

+¥

.
Ví dụ 4: Trong các hàm số sau, hàm số nào là hàm số lôgarit? Chỉ ra cơ số của nó.
a) 
[image: image1237.wmf]2

ylogx;

=

                  b) 
[image: image1238.wmf]3

ylogx;

=-

             c) 
[image: image1239.wmf]2

yxlog3.

=


                                     Giải
[image: image1240.png]a)y=1log ;- x la ham s6 1ogarit véi co's6 V2.

b)y=-log,x=log, x 1a ham s6 lgarit véi co sb %
3
)y =xlog,3 khong phai la ham s logarit (ma la ham bac nhét véi hé sb goc log,3).




Đồ thị hàm số lôgarit

[image: image1241.png](1) Tép xéc dinh:
Tép gid tri: T= R.
Ham s lién tuc trén (0; +20).

(2) Su bién thién:
«Néu a > 1 thi ham s6 déng bién trén (0; +o0) va

0; +o0).

lim y = lim log, x = +oz, lim y = lim log, x = —.

S it et
«Néu 0 <a< 1 thi ham s nghich bién trén (0; +w0) vd

lim y = lim log, x =, lim y = lim log, x = +.

Parit G T o

©)) i ) .
« Ciit tryc hoanh tai diém (1; 0), di qua diém (a; 1).
« N&m bén phii truc tung.




[image: image1242.png]



Ví dụ 5: So sánh các cặp số sau:
a) 
[image: image1243.wmf]3

log7

 và 
[image: image1244.wmf]3

3log2;

                             b) 
[image: image1245.wmf]0,4

2log5

 và 
[image: image1246.wmf]0,4

3log3.


                                  Giải
[image: image1247.png]a) 3log,2 =log,2* = log, 8.

Ham sb y = log,x ¢6 co'sé 3> 1 nén déng bién trén (0; +o0).

Mi 7<8 nén log,7 < log,8. Vy log, 7 < 3log, 2.

b) 2log, 5 = log,, 5* = log,,,25: 3log, ;3 = log,, 3* = log,,, 27.
Ham s6 y = log,,x ¢6 co's 0,4 < 1 nén nghich bién trén (0; +20).
M 25 < 27 nén log, ,25 > log,, 27. Vdy 2log,, 5 > 3log,,3.




Ví dụ 6: So sánh các cặp số sau:
 [image: image1248.png]a) log, 4.8 va log,5,2;  b) log z2 va log, 2v2; ¢) —log, 2 va log, 0.4.
z  § 3 z




BÀI TẬP

Bài 1: Vẽ đồ thị các hàm số sau:
a) 
[image: image1249.wmf]x

y4;

=

                         b) 
[image: image1250.wmf]x
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èø


Bài 2: So sánh các cặp số sau:

a) 
[image: image1251.wmf]0,7

1,3

 và 
[image: image1252.wmf]0,6

1,3;

                                                     b) 
[image: image1253.wmf]2,3

0,75

-

 và 
[image: image1254.wmf]2,4

0,75.

-


Bài 3: Tìm tập xác định của các hàm số:
a) 
[image: image1255.wmf](

)

2

ylog32x;

=-

                                                  b) 
[image: image1256.wmf]2

3

ylog(x4x).

=+


Bài 4: Vẽ đồ thị các hàm số:

a) 
[image: image1257.wmf]ylogx;

=

                                                              b) 
[image: image1258.wmf]1

4

ylogx;

=


Bài 5: So sánh các cặp số sau:

a) 
[image: image1259.wmf]log0,8

p

  và  
[image: image1260.wmf]log1,2;

p

                                                        b) 
[image: image1261.wmf]0,3

log2

 và 
[image: image1262.wmf]0,3

log2,1.


BÀI 4. PHƯƠNG TRÌNH, BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ LÔGARIT
1. Phương trình mũ
Phương trình dạng 
[image: image1263.wmf]x

ab,

=

trong đó a và b là những số cho trước, a > 0, 
[image: image1264.wmf]a1,

¹

được gọi là phương trình mũ cơ bản.

(Cách giải phương trình mũ cơ bản
Cho phương trình 
[image: image1265.wmf](

)

x

aba0,a1.

=>¹

Khi đó,

Nếu b >0 thì phương trình luôn có nghiệm duy nhất 
[image: image1266.wmf]a

xlogb.

=


Nếu 
[image: image1267.wmf]b0

£

 thì phương trình vô nghiệm.

(Chú ý: a) Nếu 
[image: image1268.wmf]ba

a

=

 thì ta có
[image: image1269.wmf]x

aax.

a

=Û=a


                b) Tổng quát hơn, 
[image: image1270.wmf]u(x)v(x)

aau(x)v(x).

=Û=


Ví dụ 1: Giải các phương trình sau:

a) 
[image: image1271.wmf]x

1

2;

8

=

                                b) 
[image: image1272.wmf]x

5.101;

=

                                           c) 
[image: image1273.wmf]x

x

127

.

93

æö

=

ç÷

èø


                                         Giải
a) 
[image: image1274.wmf]xx3

1

222x3

8

-

=Û=Û=-

;

b) 
[image: image1275.wmf]xx

11

5.10110xloglog5.

55

=Û=Û==-


c) 
[image: image1276.wmf](

)

(

)

x

3

x

x

x

22x3x1

3

1271

3332x3x15x1x.

9335

---

æö

=Û=Û=Û-=-Û=Û=

ç÷

èø


Ví dụ 2: Giải các phương trình sau:

a) 
[image: image1277.wmf]x2

3

39;

+

=

                          b) 
[image: image1278.wmf]2x

2.1030;

=

                 c) 
[image: image1279.wmf]2x2x1

48.

-

=


2. Phương trình lôgarit
Phương trình dạng 
[image: image1280.wmf]a

logxb,

=

trong đó a và b là những số cho trước, a > 0, 
[image: image1281.wmf]a1,

¹

được gọi là phương trình lôgarit cơ bản.

(Cách giải phương trình lôgarit cơ bản
Cho phương trình 
[image: image1282.wmf](

)

a

logxba0,a1.

=>¹

 Khi đó, phương trình luôn có nghiệm duy nhất 
[image: image1283.wmf]b

xa.

=


(Chú ý:  Tổng quát, xét phương trình 
[image: image1284.wmf]aa

u(x)0,v(x)0

logu(x)logv(x).

u(x)v(x)

>>

ì

=Û

í

=

î


Ví dụ 3: Giải các phương trình sau:
a) 
[image: image1285.wmf]3

logx2;

=-

                                                       b) 
[image: image1286.wmf]2

22

log(x3)log2x.

-=


                                       Giải
a) Ta có: 
[image: image1287.wmf]2

3

2

11

logx2x3.

9

3

-

=-Û===


b) Điều kiện
[image: image1288.wmf]2

x30

()

2x0

ì

->

*

í

>

î


PT
[image: image1289.wmf]22

x1

x32xx2x30

x3

=-

é

Û-=Û--=Û

ê

=

ë


Thay lần lượt x=-1 và x=3 vào (*), ta thấy chỉ có x =3 thỏa mãn.

Vậy phương trình có nghiệm là x =3.

Ví dụ 4: Giải các phương trình sau:
a) 
[image: image1290.wmf](

)

1

2

logx22;

-=-

                                                       b) 
[image: image1291.wmf](

)

22

log(x6)logx11.

+=++


3. Bất phương trình mũ
Bất phương trình mũ cơ bản là bất phương trình có dạng 
[image: image1292.wmf]x

ab

>

 (hoặc 
[image: image1293.wmf]xxx

ab,ab,ab

³<£

 ), với a, b là những số cho trước, 
[image: image1294.wmf]a0,a1.

>¹


(Cách giải:

Dạng 1: 
[image: image1295.wmf]x

ab(1)

>

 hoặc 
[image: image1296.wmf]x

ab(2)

³


Nếu 
[image: image1297.wmf]b0

£

 thì mọi x
[image: image1298.wmf]Î

¡

 đều là nghiệm của (1), bất pt (2) vô nghiệm
Nếu b> 0 thì :

- Với a > 1, nghiệm của (1) là  
[image: image1299.wmf]a

xlogb;

>

 nghiệm của (2) là  
[image: image1300.wmf]a

xlogb.

³


- Với 0 < a < 1, nghiệm (1) là 
[image: image1301.wmf]a

xlogb;

<

 nghiệm của (2) là  
[image: image1302.wmf]a

xlogb.

£


Dạng 2: 
[image: image1303.wmf]x

ab(3)

<

 hoặc 
[image: image1304.wmf]x

ab(4)

£


Nếu 
[image: image1305.wmf]b0

£

 thì bất pt (3), (4) vô nghiệm

Nếu b> 0 thì :

- Với a > 1, nghiệm của (3) là  
[image: image1306.wmf]a

xlogb;

<

 nghiệm của (4) là  
[image: image1307.wmf]a

xlogb.

£


- Với 0 < a < 1, nghiệm (3) là 
[image: image1308.wmf]a

xlogb;

>

 nghiệm của (4) là  
[image: image1309.wmf]a

xlogb.

³


Ví dụ 5: Giải các bất phương trình sau:

a) 
[image: image1310.wmf]x

100,001;

<

                        b) 
[image: image1311.wmf]x

0,42;

>

                          c) 
[image: image1312.wmf]x

x

1

2.4;

2

æö

³

ç÷

èø


                                 Giải
[image: image1313.png]) 10°<0,001 & 10°< 107> x<-3 (do 10> 1).
©)04">2 = x<log,,2 (do 0<04<1).

b) &) 22 44 S Q)2 2. o2 22 o x21+4x(do2> 1)
DSXS*]QXS*E.




Ví dụ 6: Giải các bất phương trình sau:
a) 
[image: image1314.wmf]x

216;

>

                          b) 
[image: image1315.wmf]x

0,10,001;

£

                           c) 
[image: image1316.wmf]x2x

11

.

525

-

æöæö

>

ç÷ç÷

èøèø


4. Bất phương trình lôgarit
[image: image1317.png]Bt phuong trinh logarit co bin 13 bt phuong trinh ¢6 dang log x> b (hodc log,x > b,
log,x < b, log,x <b), véi a, b 13 nhimg s6 cho truée, a > 0,a # 1.




Cách giải

Xét bất phương trình 
[image: image1318.wmf]a

logxb

>

, điều kiện x > 0

- Với a > 1 nghiệm của bpt là 
[image: image1319.wmf]b

xa

>

.
- Với 0 < a < 1, nghiệm của bpt là 
[image: image1320.wmf]b

0xa.

<<


(Chú ý: a) Tương tự như trên, ta nhận được kết quả về nghiệm của bất phương trình 
[image: image1321.wmf]aaa

logxb;logxb;logxb.

³<£


b) Nếu a > 1 thì 
[image: image1322.wmf]aa

logu(x)logv(x)u(x)v(x)0.

>Û>>


    Nếu 0 < a < 1 thì 
[image: image1323.wmf]aa

logu(x)logv(x)0u(x)v(x).

>Û<<


Ví dụ 7: Giải các bất phương trình sau:

a) 
[image: image1324.wmf](

)

2

log2x11;

-£

                               b) 
[image: image1325.wmf](

)

(

)

11

22

log1xlog3x2.

->+


                                          Giải
a) Điều kiện: 
[image: image1326.wmf]1

2x10x

2

->Û>

 .

Khi đó, do cơ số 2 > 1 nên bất phương trình đã cho trở thành
[image: image1327.png]w

2r-122' ©2x<3>x<=

2
13
Vay nghiém cia bit phuom tinh 4 - <
' & 0 2
) iu kicn: ol e-laa @
3142507 [x>-27 73

Khi do, do co sd %< 1 nén bit phuong trinh da cho tré thanh

|7x<3x+2c>4x>—lox>f%

Két hop vé6i diéu kién (*), ta duge nghiém ciia bt phuong trinh 13 7% <x<l




Ví dụ 8: Giải các bất phương trình sau:
 a) 
[image: image1328.wmf](

)

1

3

logx12;

+<

                               b) 
[image: image1329.wmf](

)

5

logx21.

+£


BÀI TẬP
[image: image1330.png]1. Giai céc phuong trinh sau:
a) 5¥'=25;
L) iae
) 10'~2=100000.





[image: image1331.png]2. Gidi cic phuong trinh sau. Lam tron két qua dén hang phén nghin.
a)3=7;
b)3.10%°

3. Gidi céc phuong trinh sau:
a) log, (4x +4) =2

b) log,x - log, (x~2)=1

4. Giai cac bit phuong trinh sau:

oy

by >22




[image: image1332.png]5. Giai cac bat phuong trinh sau:
) log,(x~2) < 2:
b) log(x + 1)> log(2x — 1),




BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG VI
Bài 1: Biết 
[image: image1333.wmf]445.

a-a

+=

 Tính giá trị của các biểu thức:

a) 
[image: image1334.wmf]22;

a-a

+


b) 
[image: image1335.wmf]22

44.

a-a

+


Bài 2: Tính giá trị của các biểu thức:

a) 
[image: image1336.wmf](

)

222

1

log72log3log27;

2

-+

           b) 
[image: image1337.wmf]22

log40log5

5;

-

               c) 
[image: image1338.wmf]9

2log2

3;

+


Bài 3: Giải các phương trình sau:

[image: image1339.png]172
a) (z) =8
b)9>'=81.27;

¢) 2log, (x - 2) = log, 9;

d)log, (3x + 1) =2~ log, (x~ 1.




Bài 4:Giải các bất phương trình:

[image: image1340.png]W a,
JORe

b) (43) <273

o) log, (x + 1) < log, (2~ 4¥).




Bài 5: Biết rằng 
[image: image1341.wmf]xy

53;35.

==

 Không sử dụng máy tính cầm tay, tính giá trị của xy.

CHƯƠNG VII. ĐẠO HÀM

( Mục tiêu:

Sau khi học xong chương này, sinh viên có thể:

-Nhận biết được định nghĩa của đạo hàm. Dùng định nghĩa tính được đạo hàm của một số hàm đơn giản.

-Nhận biết được ý nghĩa hình học của đạo hàm.

-Viết được phương trình tiếp tuyến với đồ thị hàm số tại một điểm.

-Nhận biết được số e thông qua bài toán lãi suất ngân hàng.

- Tính được đạo hàm một số hàm sơ cấp cơ bản.

- Sử dụng được các công thức tính đạo hàm của tổng, hiệu, tích, thương của các hàm số và đạo hàm của hàm hợp.

- Nhận biết được khái niệm đạo hàm cấp hai, tính được đạo hàm cấp hai của một số hàm số đơn giản và giải quyết được một số bài toán thực tiễn.

BÀI 1. ĐẠO HÀM

1.Đạo hàm

[image: image1342.png]Cho ham s y = f(x) xéic dinh trén khodng (a; b) vi x, & (a; b).
Néu ton tai giéi han hitu han

i L=

o x—x,

thi gi6i han nay duoc goi 1a dao hdm cia him sb f(x) tai x,, ki hiéu 13 £'(x,) hofic y'(x,).
Vay:
J()-f(x)
() = lim L2250
)= fim =L

=y




Ví dụ 1: Cho hàm số 
[image: image1343.wmf]2

f(x)x.

=

 Tính 
[image: image1344.wmf]'

0

f(x)

 với 
[image: image1345.wmf]0

x

Î

¡

.
                                           Giải
[image: image1346.png]= lim(x +x,) = 2%,
e





(Chú ý: Cho hàm số 
[image: image1347.wmf]yf(x)

=

 xác định trên khoảng (a, b). Nếu hàm số này có đạo hàm tại mọi điểm 
[image: image1348.wmf]x(a;b)

Î

thì ta nói nó có đạo hàm trên khoảng (a; b), kí hiệu 
[image: image1349.wmf]'

y

 hoặc 
[image: image1350.wmf]'

f(x).


Ví dụ 2: Tính đạo hàm của các hàm số sau:

a) f(x) = C (C là hằng số);                          b) f(x) = 
[image: image1351.wmf]1

x

 với
[image: image1352.wmf]x0.

¹


Giải
[image: image1353.png]a) Véi bat ki x,, ta co:

f@) = lim JOI=T ) _ 33, €=C _jimo =,
B e e

Vay f'(x trén R

oy




b) Với bất kì 
[image: image1354.wmf]0

x0,

¹

ta có: [image: image1355.png]i1

[ =lim

@ X— x"

vay o= (1)
:





Ví dụ 3: Tính đạo hàm của hàm số 
[image: image1356.wmf]3

f(x)x.

=


(Chú ý: Cho hàm số 
[image: image1357.wmf]yf(x)

=

 xác định trên khoảng (a; b), có đạo hàm tại 
[image: image1358.wmf]0

x(a;b).

Î


[image: image1359.png]a) Dai luong Ax = x — x, goi la s6 gia cua bién tai x,. Dai luong Ay
56 gia tuong tmg cta ham sb. Khi d6, x=1x, + Ax va
i Lo A= S (x)
%)= Ilm I8 TRl
L= Ax = lim ~

() =1 (x,) got la

b) Ti sb % biéu thi téc do thay dbi trung binh cua dai luong y theo dai luong x trong

khong tir x, dén x, + Ax; con f'(x,) biéu thi tée d thay ddi (tire thi) cua dai luong y theo
dai luong  tai diém x,




Ý nghĩa vật lí của đạo hàm
[image: image1360.png] Néu him s6 5 = £(7) biéu thi quing dudng di chuyén cia vat theo thai gian ¢ thi /(1)) biéu
thi tdc d6 tirc thoi cua chuyén dong tai thoi diém 7,

e Néu ham s6 7= (1) biéu thi nhiét d6 7 theo thoi gian 7 thi £'(1,) biéu thi toc do thay doi
nhiét d6 theo thoi gian tai thoi diém 7.




2. Ý nghĩa hình học của đạo hàm

                                       [image: image1361.png]



Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng (a; b) và có đạo hàm 
[image: image1362.wmf]0

x(a;b)

Î

. Gọi (C) là đồ thị của hàm số đó.
[image: image1363.png]Dao him ciia him s6
tai diém M,(x; /(x,)-
Tiép tuyén M,T ¢6 phuong trinh 1 y - f(x,) =/"(x,)(x ;).

= f(x) tai diém x, 13 hé b géc cta tiép tuyén M,T ciia (C)





Ví dụ 4: Cho hàm số 
[image: image1364.wmf]2

yf(x)x

==

 có đồ thị (C) và điểm M(2; 4) 
[image: image1365.wmf](C)

Î

. Tính hệ số góc của tiếp tuyến của (C) tại điểm M và viết phương trình của tiếp tuyến đó.

                                             Giải
[image: image1366.png]Ta ¢6 (x)' = 2x nén tiép tuyén ciia (C) tai M co hé s goc 1af'(2)=2.2=4.
Phuong trinh tiép tuyén cua (C) tai M la
4=4(x-2)>y=4x-4.





Ví dụ 5: Cho (C) là đồ thị của hàm số 
[image: image1367.wmf]1

yf(x)

x

==

 và điểm N(1; 1) 
[image: image1368.wmf](C)

Î

. Tính hệ số góc của tiếp tuyến của (C) tại điểm N và viết phương trình của tiếp tuyến đó.

3. Số e
Bài toán lãi suất ngân hàng:
Một người gửi tiết kiệm khoản tiền A triệu đồng (gọi là vốn) vào ngân hàng với lãi suất r/năm  và theo thể thức lãi kép (tiền lãi sau mỗi kì hạn được cộng gộp vào vốn). Tính tổng số tiền vốn và lãi sau một năm của người gửi nếu kì hạn là
a) một năm;                      b) một tháng

                                           Giải
Kí hiệu T là tổng số tiền vốn và lãi của người gửi sau một năm. Tùy theo kì hạn, ta có những công thức tính T khác nhau
(Nếu kì hạn là 1 năm thì T = A.(1+r).

(Nếu kì hạn là 6 tháng  thì 
[image: image1369.wmf]2

r

TA1.

2

æö

=+

ç÷

èø


(Nếu kì hạn là 3 tháng  thì 
[image: image1370.wmf]4

r

TA1.

4

æö

=+

ç÷

èø


(Nếu kì hạn là 1 tháng  thì 
[image: image1371.wmf]12

r

TA1.

12

æö

=+

ç÷

èø


(Nếu kì hạn là 1 ngày  thì 
[image: image1372.wmf]365

r

TA1

365

æö

=+

ç÷

èø

(luôn coi một năm có 365 ngày).
Tổng quát , nếu một năm được chia thành n kì hạn thì
             
[image: image1373.wmf]nmr

rr

TA1A1

nm

æöæö

=+=+

ç÷ç÷

èøèø

 (với 
[image: image1374.wmf]n

m,r0

r

=>

).

Khi kì hạn càng ngắn thì n càng lớn, do đó m càng lớn. Người ta chứng minh được rằng có giới hạn hữu hạn:


[image: image1375.wmf]x

x

1

lim1e2,718281828...

x

®+¥

æö

+=»

ç÷

èø

(số thập phân vô hạn không tuần hoàn).

Số e xuất hiện trong nhiều bài toán ở những lĩnh vực khác nhau như Toán học, Vật lí, Sinh học, Kinh tế, ...

Ví dụ 6: Một người gửi tiết kiệm khoản tiền 5 triệu đồng vào ngân hàng với lãi suất 6%/năm và  theo thể thức lãi kép liên tục. Tính tổng số tiền vốn và lãi  mà người đó nhận được sau

a) một ngày;                      b) 30 ngày
(Luôn coi một năm có 365 ngày.)

                                               BÀI TẬP
Bài 1: Dùng định nghĩa để tính đạo hàm của các hàm số sau:
a) 
[image: image1376.wmf]2

f(x)x;

=-

               b) 
[image: image1377.wmf]3

f(x)x2x;

=-

             c) 
[image: image1378.wmf]4

f(x).

x

=


Bài 2: Cho hàm số 
[image: image1379.wmf]2

f(x)2x

=-

 có đồ thị (C) và điểm A(1; -2) 
[image: image1380.wmf](C)

Î

. Tính hệ số góc của tiếp tuyến với (C) tại điểm A.

Bài 3: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
[image: image1381.wmf]3

yx.

=


a) Tại điểm (-1;1);                   b) Tại điểm có hoành độ bằng 2.

Bài 4: Một chuyển động thẳng xác định bởi phương trình 
[image: image1382.wmf]3

s(t)4t6t2,

=++

trong đó s tính bằng mét và t là thời gian tính bằng giây. Tính vận tốc tức thời của chuyển động tại t =2.

Bài 5: Một người gửi tiết kiệm khoản tiền 10 triệu đồng vào một ngân hàng với lãi suất 5%/năm.Tính tổng số tiền vốn và lãi mà người đó nhận được sau một năm, nếu tiền lãi được tính theo thể thức:

a) lãi kép với kì hạn 6 tháng;

b) lãi kép liên tục.
BÀI 2. CÁC QUY TẮC TÍNH ĐẠO HÀM
1. Đạo hàm của hàm số 
[image: image1383.wmf]n
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Hàm số 
[image: image1384.wmf]n

yx,n
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 có đạo hàm trên 
[image: image1385.wmf]¡

 và 
[image: image1386.wmf](

)
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nn1

xn.x.

-
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Ví dụ 1: Tính đạo hàm của hàm số
[image: image1387.wmf]5

yx

=

 tại điểm x = 2 và 
[image: image1388.wmf]1

x

2

-
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.
                                             Giải
Ta có
[image: image1389.wmf](
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x5x.
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 Từ đó suy ra 
[image: image1390.wmf](
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 và 
[image: image1391.wmf]4

'

115

y5..

2216

--

æöæö

==

ç÷ç÷

èøèø


Ví dụ 2: Tính đạo hàm của hàm số
[image: image1392.wmf]10

yx

=

 tại điểm x = -1 và 
[image: image1393.wmf]3

x2.
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2. Đạo hàm của hàm số 
[image: image1394.wmf]yx

=


Hàm số 
[image: image1395.wmf]yx

=

 có đạo hàm trên khoảng 
[image: image1396.wmf](
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0;
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 và 
[image: image1397.wmf](
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1

x.
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Ví dụ 3: Tính đạo hàm của hàm số 
[image: image1398.wmf]yx

=

 tại điểm x = 1 và 
[image: image1399.wmf]1

x.

4
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                                                Giải
Ta có: 
[image: image1400.wmf](

)

'

'

1

yx,x0.

2x

==>

 Từ đó, 
[image: image1401.wmf](
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 và 
[image: image1402.wmf]'

111

y1.

1

4

1

2.

2

2

4

æö

==

ç÷

èø


Ví dụ 4: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
[image: image1403.wmf]yx

=

 tại điểm có hoành độ bằng 4.
(Nhận xét

a) Cho số thực 
[image: image1404.wmf]a

. Hàm số 
[image: image1405.wmf]yx

a
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 được gọi là hàm số lũy thừa (Với tập xác định: 
[image: image1406.wmf](
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Công thức 
[image: image1407.wmf](
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 còn đúng khi n là số thực, tức là với số thực 
[image: image1408.wmf]a

bất kì
           
[image: image1409.wmf](
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b) (
[image: image1410.wmf](
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 (C là hằng sô);                  ( 
[image: image1411.wmf](
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Ví dụ 5:Tìm đạo hàm của hàm số 
[image: image1412.wmf]3

yx
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 tại điểm x = 8.

                                                        Giải
[image: image1413.png]L
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Ví dụ 6: Tìm đạo hàm của các hàm sô:

a) 
[image: image1414.wmf]4

yx
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 tại  x = 1;                           b) 
[image: image1415.wmf]1

y

x

=

 tại  x = 
[image: image1416.wmf]1
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3. Đạo hàm của hàm số lượng giác
Công thức đạo hàm của các hàm số lượng giác sau:
[image: image1417.png]o (sinx)' = cos x o (cos x)' =—sinx
1

SR e e o (cotx) = —
cos’x 2

(x#km, k € Z)





Ví dụ 7: Tính đạo hàm của hàm số 
[image: image1418.wmf]ycosx
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 tại 
[image: image1419.wmf]6

p
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                                          Giải
Ta có: 
[image: image1420.wmf](

)

'

'

ycosxsinx.

==-

 Vậy 
[image: image1421.wmf]'
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Ví dụ 8: Tính đạo hàm của hàm số 
[image: image1422.wmf]ytanx
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 tại 
[image: image1423.wmf]3
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4. Đạo hàm của hàm số mũ và hàm số lôgarit
Công thức đạo hàm của các hàm số mũ và hàm số lôgarit:

[image: image1424.png](@) onxy=L@>0)
x

e(@)'=alna(a>0a=1) o (log, ¥y =—— @>0,a>0,a%1)
xlna




Ví dụ 9: Tính đạo hàm của các hàm số sau:

[image: image1425.png]a)y=etaix=2In3; b) y=logsx tar

Gidi
&) = ¢ Tirds, y(2In3) =& = (e

a)Tacd)

1
>0). Tirds, y'(2) = —.
(e 0):Tiab,51(2) =

1
b) Ta c6 y' = (log.x) =
) Taehy =(log) = s 3




Ví dụ 10: Tìm đạo hàm của các hàm số:
a) 
[image: image1426.wmf]x

y9

=

tại x=1;                                       b) 
[image: image1427.wmf]ylnx

=

 tại x =
[image: image1428.wmf]1

.
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5. Đạo hàm của tổng, hiệu, tích, thương của hai hàm số
[image: image1429.png]Cho hai ham s6 u(x), v(x) c6 dao ham tai diém x thudc tap xéc dinh. Ta co:

o (u+v)=u+v

o (u—vy=u'—

o vy = v+ o)

o

(voiv=vx)20) (2)




( Chú ý: (Với u = C (C là hằng số), công thức (1) trở thành 
[image: image1430.wmf](
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C.vC.v.
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                 (Với u =1, công thức (2) trở thành 
[image: image1431.wmf]'
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 (với v=v(x) 
[image: image1432.wmf]0

¹

).
Ví dụ 11: Tính đạo hàm của các hàm số sau:

[image: image1433.png]_3x+2
21

a)y=3—4x+2; b)y=xsinx; oy
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a) (3 —4x+2)'=(3x) - (4x)' + (2)) =3(") —4(x) +0=3.2x -4 1 =6x -4
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Ví dụ 12: Tính đạo hàm của các hàm số sau:

[image: image1434.png]a)y=x'35 b)y= x

cosx
Giii
) (P39 = (). 3+ (3) =203+ 7. I3 =x 32 +xIn3)
1 y
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Ví dụ 13: Tính đạo hàm của các hàm số sau:

a) 
[image: image1435.wmf]2

yxlogx;

=

                                  b) 
[image: image1436.wmf]3x

yxe.
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6. Đạo hàm của hàm hợp
[image: image1437.png]Cho u = g(x) la ham s6 cua x xac dinh trén khoang (a; b) va lay gia tri trén khoang (c; d);
¥=/(u) 1 ham sé cia u xic dinh trén khoang (¢; d) va ldy gia tri trén R. Ta lap ham s6
xéc dinh trén (a; b) va ldy gia tri trén B theo quy tic sau:

x—f(g(x)
Ham s6 y = f(g(x)) duoe goi 13 ham hop cia him s

£(u) v6i 1= g(x).

(1)
>





Ví dụ 14: a) Hàm số 
[image: image1438.wmf](
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 là hàm hợp của các hàm số nào?

                 b) Hàm số 
[image: image1439.wmf](
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2

ycosx1
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 là hàm hợp của các hàm số nào?

                                                       Giải
[image: image1440.png]Fvéiu=2x+1.

cosuvoiu=x"




Ví dụ 15: Tính đạo hàm của các hàm số sau:
a) 
[image: image1441.wmf](
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y3xx;
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                       b) y = sin2x;                   c) 
[image: image1442.wmf]2
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                                         Giải
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[image: image1444.png]b) it u=2x thi y = sinu. Ta ¢ o/, = 2 vay', = (sinu) = cos .

Suyray, =y, cosu . 2=2cos2x.
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Ví dụ 16:Tính đạo hàm của các hàm số sau:
a) 
[image: image1445.wmf](
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y2x3;
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                       b) y = cos3x;                   c) 
[image: image1446.wmf](

)

2

2

ylogx2.

=+


BẢNG ĐẠO HÀM
[image: image1447.png]@)=t
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7. Đạo hàm cấp hai

[image: image1448.png]Cho ham sé y =£(x) 6 dao him ' = £'(x) tai moi x € (a; b).
Néu ham s6 y' = f"(x) lai c6 dao ham tai x thi ta goi dao ham cua y' 1a dgo ham cip hai

ctia hiam s6 y =(x) tai x, ki hiéu 3" hoe /"(x).





Ví dụ 17: Tính đạo hàm cấp hai của các hàm số:

a) 
[image: image1449.wmf]2

y3x5x1;

=++

                                b) y =sinx.
                                      Giải
a) 
[image: image1450.wmf]'''

y3.2x506x5,y6.106.

=++=+=+=


b) 
[image: image1451.wmf]'''

ycosx,ysinx.

==-


Ý nghĩa cơ học của đạo hàm cấp hai
Đạo hàm cấp hai 
[image: image1452.wmf]''

f(t)

là gia tốc tức thời tại thời điểm t của vật chuyển động có phương trình s = f(t).
Ví dụ 18: Một vật chuyển động thẳng không đều xác định bởi phương trình 
[image: image1453.wmf]2

s(t)t4t3,

=-+

trong đó s tính bằng mét và t là thời gian tính bằng giây. Tính gia tốc của chuyển động tại thời điểm t =4.

                                      Giải
Ta có
[image: image1454.wmf]'''

s(t)2t4;s(t)2.

=-=


Gia tốc của chuyển động tại thời điểm t = 4 là
[image: image1455.wmf]''2

s(4)2m/s.

=


BÀI TẬP
[image: image1456.png]1. Tinh dao ham cua cac ham s6 sau:
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[image: image1457.png]2. Tinh dao ham ctia céc ham sb sau:
b)y=cos’2x;
©)y=tan'x; d)y=cot(4-x).

3. Tinh dao ham ciia cic ham s6 sau:
a)y=@"-x).2%

b)y=xlog:x:

a1

oy=
4. Tinh dao ham cAp hai cua céc ham s sau:
a)y =250+ 3;

b)y=uxe".





BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG VII
Bài 1: Cho hàm số 
[image: image1458.wmf]2

f(x)x2x3

=-+

 có đồ thị (C) và điểm M(-1; 6) 
[image: image1459.wmf](C)

Î

. Viết phương trình tiếp tuyến với (C) tại điểm M.

Bài 2: Tính đạo hàm của các hàm số sau:

a) 
[image: image1460.wmf]432

y3x7x3x1;

=-++

 

b) 
[image: image1461.wmf](
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yxx;
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                                 c) 
[image: image1462.wmf]4x1
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Bài 3: Tính đạo hàm của các hàm số sau:

a) 
[image: image1463.wmf](

)

2x

yx3x1e

=+-

 ;                       b) 
[image: image1464.wmf]3

2

yxlogx.

=


Bài 4: Tính đạo hàm của các hàm số sau:

a) 
[image: image1465.wmf]x

ytan(e1);

=+

 

b) 
[image: image1466.wmf]ysin3x;

=

                                 c) 
[image: image1467.wmf]x

ycot(12).

=-


Bài 5: Tính đạo hàm cấp hai của các hàm số sau:

a) 
[image: image1468.wmf]32

yx4x2x3;

=-+-

                    b) 
[image: image1469.wmf]2x

yxe.

=

                                 

Bài 6: Một viên sỏi rơi từ độ cao 44,1 m thì quãng đường rơi được biễu diễn bởi công thức 

[image: image1470.wmf]2

s(t)4,9t

=

, trong đó t là thời gian tính bằng giây và s tính bằng mét. Tính:
a) Vận tốc rơi của viên sỏi lúc t =2;

b) Vận tốc rơi của viên sỏi khi chạm đất.

CHƯƠNG VIII. QUAN HỆ VUÔNG GÓC TRONG KHÔNG GIAN

( Mục tiêu:

Sau khi học xong chương này, sinh viên có thể:

-Nhận biết được quan hệ vuông góc giữa các đường thẳng và mặt phẳng trong không gian. Sử dụng được các kiến thức về quan hệ vuông góc để mô tả các hình ảnh trong thực tiễn

-Giải thích được mối liên hệ giữa tính song song và tính vuông góc của đường thẳng và mặt phẳng.

-Nhận biết được khái niệm phép chiếu vuông góc.

- Tính được được các loại góc và các loại khoảng cách trong không gian.

- Tính được thể tích của hình lăng trụ, hình hộp, hình chóp, hình chóp cụt đều.

- Vận dụng được kiến thức về quan hệ vuông góc trong không gian để giải quyết được một số vấn đề trong thực tiễn.

BÀI 1. HAI ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC
1. Góc giữa hai đường thẳng trong không gian
Định nghĩa: Góc giữa hai đường thẳng a, b trong không gian, kí hiệu (a. b), là góc giữa hai đường thẳng 
[image: image1471.wmf]'

a

 và 
[image: image1472.wmf]'

b

 cùng đi qua một điểm và lần lượt song song hoặc trùng với a và b.
(Chú ý:

a) Để xác định góc giữa hai đường thẳng a, b ta có thể lấy một điểm O nằm trên một trong hai đường thẳng đó và vẽ đường thẳng song song với đường thẳng còn lại.

b) Góc giữa hai đường thẳng nhận giá trị từ 
[image: image1473.wmf]0

0

đến 
[image: image1474.wmf]0

90

.

Ví dụ 1: Cho hình hộp 
[image: image1475.wmf]''''

ABCD.ABCD

có 6 mặt đều là hình vuông và M, N, E, F lần lượt là trung điểm các cạnh BC, BA, 
[image: image1476.wmf]'''

AA,AD.

 Tính góc giữa các cặp đường thẳng:

a) 
[image: image1477.wmf]''

AC

 và BC;                                                     b) MN và EF.
                                         Giải
[image: image1478.png]a)Tacé AC// A'C', suyra (4'C’, BC)=(AC, BC)= ACB =45"
(tam gide ACB vudng cin tai B).

b) Ta 6 AC // MN, AD' // EF,

suy ra (MN, EF) = (AC, AD') = CAD' = 60° (tam gidic ACD' ¢6
ba canh bing nhau).





2. Hai đường thẳng vuông góc trong không gian

Định nghĩa: Trong không gian, hai đường thẳng a, b được gọi là vuông góc với nhau nếu góc giữa chúng bằng 
[image: image1479.wmf]0

90

.
Hai đường thẳng a, b vuông góc được kí hiệu là 
[image: image1480.wmf]ab

^

 hoặc 
[image: image1481.wmf]ba.

^


Ví dụ 2: Cho hình hộp 
[image: image1482.wmf]''''

ABCD.ABCD

 có 6 mặt đều là hình vuông. Chứng minh rằng 
[image: image1483.wmf]'''

ABCC,ACBD.

^^


                                  Giải

[image: image1484.png]Tacé CC' // BB', suy ra (4B, CC') = (4B, BB') = ABB'=90°. Viy AB L CC'.
Tacd B'D' /| BD, suy ra (AC, B'D') = (AC, BD) = 90° (hai dung chéo ciia hinh vudng
Iubn vuéng goc véi nhau). Vay AC L B'D'





(Chú ý:

a) Hai đường thẳng vuông góc có thể cắt nhau hoặc chéo nhau.

b) Cho hai đường thẳng song song, đường thẳng nào vuông góc với đường thẳng này thì cũng vuông góc với đường kia.

b) Trong không gian, khi có hai đường thẳng phân biệt a, b cùng vuông góc với một đường thẳng thứ ba c thì ta chưa kết luận được 
[image: image1485.wmf]ab

P

như trong hình học phẳng.

                                                                                   [image: image1486.png]



                                         BÀI TẬP
Bài 1: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi ABCD cạnh a. Cho biết SA = 
[image: image1487.wmf]a3,SAAB

^

 và 
[image: image1488.wmf]SAAD.

^

 Tính góc giữa SB và CD, SD và CB.

Bài 2: Cho tứ diện đều ABCD. Chứng minh rằng 
[image: image1489.wmf]ABCD.

^


Bài 3: Cho hình chóp S.ABC có SA = SB =SC = a, 
[image: image1490.wmf]·

·

·

00

BSACSA60,BSC90.

===

 Cho I và J lần lượt là trung điểm của SA và BC. Chứng minh rằng 
[image: image1491.wmf]IJSA,IJBC.

^^


Bài 4: Cho tứ diện đều ABCD cạnh a. Gọi K là trung điểm của CD. Tính góc giữa hai đường thẳng AK và BC.

Bài 5: Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của BC và AD. Biết AB =CD =2a và MN = 
[image: image1492.wmf]a3.

 Tính góc giữa AB và CD.
BÀI 2. ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHẲNG
1. Đường thẳng vuông góc với mặt phẳng

Định nghĩa: Đường thẳng d gọi là vuông góc với mặt phẳng 
[image: image1493.wmf]()

a

 nếu nó vuông góc với mọi đường thẳng a nằm trong mặt phẳng 
[image: image1494.wmf]()

a

, kí hiệu: 
[image: image1495.wmf]d().

^a


Ví dụ 1: Cho biết cột của trụ gôn của một sân bóng đá là đường thẳng d vuông góc với mặt sân (Hình vẽ). Tìm góc giữa d và một đường thẳng a kẻ trên sân.

                                                                [image: image1496.png]



Giải
Do đường thẳng d vuông góc với mặt sân nên suy ra d vuông góc với mọi đường thẳng nằm trên mặt sân. Vậy ta có góc giữa d và a bằng 
[image: image1497.wmf]0

90

.

Định lí 1: Nếu đường thẳng d vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau a và b cùng nằm trong mặt phẳng 
[image: image1498.wmf]()

a

 thì 
[image: image1499.wmf]d().

^a


Ví dụ 2: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi ABCD tâm O và có SA = SC, SB = SD. Cho I, K lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, BC. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image1500.wmf]SO(ABCD);

^

                                    b) 
[image: image1501.wmf]IK(SBD).

^


Giải
[image: image1502.png]a) Tac6 ABCD 1a hinh thoi, suy ra AC, BD vuéng géc v6i nhau
va c6 cing trung diém O.

Tam gide SAC can tai Snén SO L AC. Tuong ty, ta c6 SO L BD.
Do SO vuéng géc véi hai dutng thing cit nhau AC va BD trong
(ABCD), suy ra SO L (ABCD).

b) Tacé IK // AC va AC L BD, do d6 IK 1 BD.
Tac6 SO L (ABCD), do d6 SO L IK.
TalK LBDvalK L SOsuvralK | (SBD). aee





Định lí 2: 

- Có duy nhất một mặt phẳng đi qua một điểm và vuông góc với một đường thẳng cho trước.

- Có duy nhất một đường thẳng đi qua một điểm và vuông góc với một mặt phẳng cho trước.

Ví dụ 3: 

a) Cho hình chóp S.ABCD có các cạnh bên bằng nhau, đáy ABCD là hình vuông tâm O (Hình a). Gọi d là đường thẳng đi qua S và vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Chứng minh d đi qua O.

b) Cho đoạn thẳng AB có O là trung điểm. Gọi (P) là mặt phẳng đi qua O và vuông góc với AB; M, N là hai điểm cách đều hai đầu đoạn thẳng AB sao cho M, N, O không thẳng hàng (Hình b). Chứng minh M và N thuộc mặt phẳng (P).

  [image: image1503.png]



Giải
[image: image1504.png]a) Ta c6: 4 = SC suy ra SO L AC; SB=SD suy ra SO L BD. Suy ra SO L (ABCD).

Theo gia thiét, ta c6 dudng thiing d di qua S va vudng géc vi (4BCD). Do qua diém S chi
¢ duy nhit mot duémg thing vudng géc véi (ABCD) nén d phii tring véi dudng thing
50, suy ra d di qua O.

b) Ta co: MB suy ra OM L AB; NA= NB suy ra ON L AB. Suy ra AB | (OMN).

Theo gia thiét, ta ¢ (P) 1a mat phang di qua O va vudng géc véi AB. Do qua diém O chi
c6 duy nhit mgt it phing vudng géc véi AB nén (P) phai tring v6i (OMN), suy ra M
va N thuéc (P).





2. Liên hệ giữa tính song song và tính vuông góc của đường thẳng và mặt phẳng

Định lí 3:

a) Cho hai đường thẳng song song. Mặt phẳng nào vuông góc với đường thẳng này thì cũng vuông góc với đường thẳng kia.

b) Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một mặt phẳng thì song song với nhau.

                                                  [image: image1505.png]



Ví dụ 4: Cho hình hộp 
[image: image1506.wmf]''''

ABCD.ABCD

 có 
[image: image1507.wmf]'

AA(ABCD).

^

 Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB và BC.

a) Qua M vẽ đường thẳng a song song với
[image: image1508.wmf]'

AA(ABCD).

^

 Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB và BC.

a) Qua M vẽ đường thẳng a song song với 
[image: image1509.wmf]'

AA

. Chứng minh 
[image: image1510.wmf]a(ABCD).

^


b) Qua N vẽ đường thẳng b vuông góc với 
[image: image1511.wmf](ABCD).

. Chứng minh 
[image: image1512.wmf]'

bAA

P

.
                                                            Giải

                                          [image: image1513.png]a

M




 [image: image1514.png]a) Theo dé bai ta c6 a // A4 vi A4’ L (ABCD), suy raa L (4BCD).
b) Theo @& bai ta c6 b L (ABCD) va A4’ L (ABCD), suyrab /| AA".




Định lí 4:

a) Cho hai mặt phẳng song song. Đường thẳng nào vuông góc với mặt phẳng này thì cũng vuông góc với mặt phẳng kia.

b) Hai mặt phẳng phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thì song song với nhau.

                                      [image: image1515.png].





Ví dụ 5: Cho hình chóp S.ABCD có 
[image: image1516.wmf]SA(ABCD).

^


a) Vẽ mặt phẳng (Q) đi qua S và song song với mặt phẳng (ABCD). Chứng minh 
[image: image1517.wmf]SA(Q).

^


b) Cho M là trung điểm của SA. Gọi (P) là mặt phẳng đi qua M và song song với (ABCD). Chứng minh 
[image: image1518.wmf]SA(P).

^


                                           [image: image1519.png]



                                     Giải
a) Ta có 
[image: image1520.wmf]SA(ABCD)(1)

^

 

và 
[image: image1521.wmf](Q)(ABCD)(2)

P


Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image1522.wmf]SA(Q).

^


b) Ta có 
[image: image1523.wmf](P)(ABCD)(3)

P

. Từ (1) và (3) suy ra 
[image: image1524.wmf]SA(P).

^


Định lí 5:
a) Cho đường thẳng a song song với mặt phẳng 
[image: image1525.wmf]()

a

. Đường thẳng nào vuông góc với 
[image: image1526.wmf]()

a

 thì cũng vuông góc với a.

b) Nếu đường thẳng a và mặt phẳng
[image: image1527.wmf]()

a

 (không chứa a) cùng vuông góc với một đường thẳng b thì chúng song song với nhau.

                                             [image: image1528.png]



Ví dụ 6: Cho ba đoạn thẳng OA, OB, OC đôi một vuông góc với nhau.

a) Cho M là trung điểm của CA và a là đường thẳng tùy ý đi qua M và song song với mặt phẳng (OAB). Chứng minh 
[image: image1529.wmf]aOC.

^


b) Gọi b là một đường thẳng tùy ý đi qua C và b vuông góc với OC. Chứng minh 
[image: image1530.wmf](

)

bOAB.

P


                                  [image: image1531.png]



                                         Giải
a) Ta có 
[image: image1532.wmf]OCOA

^

 và 
[image: image1533.wmf]OCOB

^

, suy ra 
[image: image1534.wmf](

)

OCOAB

^

. (1)

Ta có  
[image: image1535.wmf](a)(OAB)(2)

P


Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image1536.wmf]aOC.

^


b) Ta có 
[image: image1537.wmf]bOC(3)

^

. Từ (1) và (3) suy ra 
[image: image1538.wmf]b(OAB).

P


3. Phép chiếu vuông góc

Định nghĩa
[image: image1539.png]Cho mat phing (P) va duéng thing d

vubng goc véi (P). Phép chiéu song song.
theo phuong cua d lén mat phang (P) duoe
goi la phép chiéu vudng géc lén (P).





Ví dụ 7: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật ABCD và 
[image: image1540.wmf](

)

SAABCD

^

. Tìm hình chiếu vuông góc của SC lên mặt phẳng (ABCD) và hình chiếu vuông góc của điểm D trên mặt phẳng (SAB).
                                                Giải
Ta có 
[image: image1541.wmf](

)

SAABCD

^

, suy ra AC là hình chiếu vuông góc của SC trên (ABCD).

Ta có 
[image: image1542.wmf](

)

SAABCD

^

, suy ra 
[image: image1543.wmf]SAAD(1)

^


Ta có ABCD là hình chữ nhật, suy ra 
[image: image1544.wmf]ABAD(2)

^


Từ (1) và (2) ta có 
[image: image1545.wmf](

)

ADSAB,

^

 A là hình chiếu vuông góc của điểm D trên (SAB).

                                                                                  [image: image1546.png]I




Đinh lí 5 (Định lí ba đường vuông góc)

Cho đường thẳng a nằm trong mặt phẳng (P) và b là đường thẳng không nằm trong (P) và không vuông góc với (P). Gọi 
[image: image1547.wmf]'

b

 là hình chiếu vuông góc của b trên (P). Khi đó a vuông góc với b khi và chỉ khi a vuông góc với 
[image: image1548.wmf]'

b

.

                       [image: image1549.png]



Ví dụ 8:  Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật ABCD và có cạnh bên SA vuông góc với mặt phẳng đáy. Chứng minh 
[image: image1550.wmf]CDSD

^

 và 
[image: image1551.wmf]CBSB.

^


                                               Giải
Ta có 
[image: image1552.wmf](

)

SAABCD

^

, suy ra DA là hình chiếu vuông góc của DS trên mặt phẳng (ABCD) và BA là hình chiếu vuông góc của BS trên (ABCD).
Do ABCD là hình chữ nhật nên 
[image: image1553.wmf]CDDA

^

, suy ra theo Định lí ba đường vuông góc ta có 


[image: image1554.wmf]CDSD

^

.

Tương tự ta cũng có
[image: image1555.wmf]CBAB,

^

 suy ra theo Định lí ba đường vuông góc ta có 


[image: image1556.wmf]CBSB.

^

.

                                                        [image: image1557.png]



                                           BÀI TẬP
Bài 1: Cho hình chóp S.ABCD có 
[image: image1558.wmf](

)

SAABCD

^

. Cho biết ABCD là hình thang vuông tại A và D, AB = 2 CD.

a) Chứng minh 
[image: image1559.wmf](

)

CDSAD.

^


b) Gọi M là trung điểm của AB. Chứng minh 
[image: image1560.wmf](

)

CMSAB.

^


Bài 2: Cho hình vuông ABCD. Gọi H, K lần lượt là trung điểm của AB, AD. Trên đường thẳng vuông góc với mặt phẳng (ABCD) tại H, lấy điểm S. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image1561.wmf](

)

ACSHK;

^

                          b) 
[image: image1562.wmf](

)

CKSDH.

^


Bài 3: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh bằng 
[image: image1563.wmf]a2

, có các cạnh bên đều bằng 2a. 

a) Tính góc giữa SC và AB;

b) Tính diện tích hình chiếu vuông góc của tam giác SAB trên mặt phẳng (ABCD).

Bài 4: Cho hình chóp S.ABC có SA = SB = SC = a, 
[image: image1564.wmf]·

0

ASB90

=

, 
[image: image1565.wmf]·

0

BSC60

=

 và 
[image: image1566.wmf]·

0

ASC120.

=


Gọi I là trung điểm của cạnh AC. Chứng minh 
[image: image1567.wmf](

)

SIABC.

^


Bài 5: Cho tứ diện OABC có OA, OB, OC đôi một vuông góc. Vẽ đường thẳng qua O và vuông góc với (ABC) tại H. Chứng minh 
[image: image1568.wmf]AHBC.

^


BÀI 3. HAI MẶT PHẲNG VUÔNG GÓC
1. Góc giữa hai mặt phẳng
Định nghĩa: Góc giữa hai mặt phẳng 
[image: image1569.wmf]()

a

 và 
[image: image1570.wmf]()

b

 là góc giữa hai đường thẳng lần lượt vuông góc với 
[image: image1571.wmf]()

a

 và 
[image: image1572.wmf]()

b

, kí hiệu 
[image: image1573.wmf](

)

(),()

ab


Ta có: 
[image: image1574.wmf](

)

(),()(m,n)

ab=

với 
[image: image1575.wmf]m(),n().

^a^b


                  [image: image1576.png]e




Người ta chứng minh được góc giữa hai mặt phẳng cắt nhau, đó là:

 Cho 
[image: image1577.wmf]()()c:

aÇb=



[image: image1578.wmf](

)

(),()(a,b)

ab=

 với 
[image: image1579.wmf]a(),b(),ac,bc.

ÌaÌb^^


                                                [image: image1580.png]



Ví dụ 1: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông tâm O, cạnh bên SA vuông góc với mặt phẳng đáy. Tính góc giữa hai mặt phẳng:

a) (SAC) và (SAD);                             b) (SAB) và (SAD).

                                                        Giải
a) Ta có: 
[image: image1581.wmf]BOSA

^

 và
[image: image1582.wmf]BOAC

^

, suy ra 
[image: image1583.wmf]BO(SAC)

^

;

               
[image: image1584.wmf]BASA

^

 và
[image: image1585.wmf]BAAD

^

, suy ra 
[image: image1586.wmf]BA(SAD).

^


Do đó, nếu gọi góc giữa hai mặt phẳng (SAC) và (SAD) là 
[image: image1587.wmf]a

thì 
[image: image1588.wmf]·

0

(BO,BA)ABO45.

a===


b) Ta có: 
[image: image1589.wmf]CBSA

^

 và
[image: image1590.wmf]CBAB

^

, suy ra 
[image: image1591.wmf]CB(SAB)

^

;

               
[image: image1592.wmf]CDSA

^

 và
[image: image1593.wmf]CDAD

^

, suy ra 
[image: image1594.wmf]CD(SAD).

^


Do đó, nếu gọi góc giữa hai mặt phẳng (SAB) và (SAD) là 
[image: image1595.wmf]b

thì 
[image: image1596.wmf]·

0

(CB,CD)BCD90.

b===


2. Hai mặt phẳng vuông góc
Định nghĩa: Hai mặt phẳng được gọi là vuông góc nếu góc giữa hai mặt phẳng đó là một góc vuông. Hai mặt phẳng (P) và (Q) vuông góc được kí hiệu là 
[image: image1597.wmf](P)(Q).

^


                [image: image1598.png]



Điều kiện để hai mặt phẳng vuông góc
Định lí 1: Điều kiện cần và đủ để hai mặt phẳng vuông góc là mặt phẳng này chứa một đường thẳng vuông góc với mặt phẳng kia.

Ví dụ 2: Cho tứ diện ABCD có AB, AC, AD đôi một vuông góc với nhau. Chứng minh rằng các mặt phẳng (ABC), (BAD), (CAD) đôi một vuông góc với nhau.

                                              Giải
Ta có: 
[image: image1599.wmf]ABAC,ABADAB(CAD)

^^Þ^



[image: image1600.wmf](ABC)(CAD),(BAD)(CAD).

Þ^^


Tương tự ta cũng có 
[image: image1601.wmf]CAAB,CAADCA(BAD)

^^Þ^



[image: image1602.wmf](CAD)(BAD).

Þ^


Vậy các mặt phẳng (ABC), (BAD), (CAD) từng đôi một vuông góc với nhau.

Ví dụ 3: Cho hình chóp S.ABCD có các cạnh bên bằng nhau và đáy là hình vuông. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image1603.wmf](SAC)(ABCD);

^


b) 
[image: image1604.wmf](SAC)(SBD).

^


3. Tính chất cơ bản về hai mặt phẳng vuông góc
Định lí 2: Nếu hai mặt phẳng vuông góc với nhau thì bất cứ đường thẳng nào nằm trong mặt phẳng này và vuông góc với giao tuyến cũng vuông góc với mặt phẳng kia.

                                                         [image: image1605.png]



Ví dụ 4: Cho hình chóp S.ABCD có SAB là tam giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng (ABC). Gọi M là trung điểm của AB. Chứng minh 
[image: image1606.wmf]SM(ABC).

^


                                             Giải
Theo đề bài ta có 
[image: image1607.wmf](SAB)(ABC).

^

 Ta có tam giác SAB đều và M là trung điểm của AB, suy ra 
[image: image1608.wmf]SMAB.

^

 Đường thẳng SM nằm trong (SAB) và vuông góc với giao tuyến AB của hai mặt phẳng (SAB) và (ABC). Từ đó suy ra 
[image: image1609.wmf]SM(ABC).

^


                                 [image: image1610.png]



Định lí 3: Nếu hai mặt phẳng cắt nhau cùng vuông góc với mặt phẳng thứ ba thì giao tuyến của chúng vuông góc với mặt phẳng thứ ba.

                         [image: image1611.png]



Ví dụ 5: Cho hình chóp S.ABC có cạnh SA = a, đáy ABC là tam giác đều với cạnh bằng a. Cho biết hai mặt bên (SAB) và (SAC) cùng vuông góc với mặt đáy (ABC). Tính SB và Sc theo a.

                                                  [image: image1612.png]



                                                Giải
Ta có  hai mặt phẳng (SAB) và (SAC) cùng cuông góc với mặt đáy (ABC), theo Định lí 3,giao tuyến SA của (SAB) và (SAC) vuông góc với (ABC). Từ 
[image: image1613.wmf]SA(ABC)

^

 ta có


[image: image1614.wmf]SAAB

^

 và 
[image: image1615.wmf]SAAC

^

, suy ra tam giác SAB và SAC vuông cân tại S, suy ra 
[image: image1616.wmf]SBSCa2.

==


4. Hình lăng trụ đứng, hình hộp chữ nhật, hình lập phương
Định nghĩa

Hình lăng trụ đứng là hình lăng trụ có cạnh bên vuông góc với mặt đáy.

Hình lăng trụ đều là hình lăng trụ đứng có mặt đáy là đa giác đều.

Hình hộp đứng là hình hộp có cạnh bên vuông góc với mặt đáy.

Hình hộp chữ nhật là hình hộp đứng có mặt đáy là hình chữ nhật.

Hình lập phương là hình hộp chữ nhật có tất cả các cạnh bằng nhau.

Tính chất
[image: image1617.png]Ten

Tinh chit co bin

Hinh lang try diing

— Canh bén vudng géc véi hai ddy.
~ Mit bén Ia céc hinh chir nhit.

Hinh lang tru déu

~ Hai ddy 1 hai da gidc déu.

~ Mt bén 1 cic hinh chit nhat.

~ Canh bén va dudmg ndi tam hai day vudng
gbc véi hai ddy.

Hinh hop dimg

~ Bén mit bén 1a hinh chit nhat.

— Hai day 1a hinh binh hanh.





[image: image1618.png]Hinh hop chi nhit

~ Séu mit 3 hinh chif nhit.
~ 6 dai a, b, ¢ cua ba canh cing di qua
mot dinh goi 14 ba kich thuée ciia hinh hop

chir nhat.
— D§ dai dudng chéo d duoc tinh theo ba

kich thude:
d=~a’ +b"+c’.

Hinh Iap phuong

— Sau mat 1a hinh vuéng.
— Do dai dudng chéo d duoc tinh theo do dai

canh a:
d=arf3.





Ví dụ 6: Cho hình lăng trụ đều 
[image: image1619.wmf]''''

ABCD.ABCD

 có cạnh đáy AB = a và cạnh bên 
[image: image1620.wmf]'

AAh

=

(Hình vẽ). Tính độ dài đường chéo 
[image: image1621.wmf]'

AC

 theo a và h.

                                                             [image: image1622.png]



Giải
Đáy ABCD của lăng trụ đều phải là tứ diện đều, suy ra ABCD là hình vuông, vậy AC = 
[image: image1623.wmf]a2

. Lăng trụ đều có cạnh bên vuông góc với đáy, suy ra 
[image: image1624.wmf]'

AA(ABCD),

^

vậy 
[image: image1625.wmf]'

AAAC.

^


Trong tam giác 
[image: image1626.wmf]'

AAC

 vuông tại A ta có:

                 
[image: image1627.wmf]''2222

ACAAACh2a.

=+=+


(Chú ý: Lăng trụ đều có đáy tứ giác thường được gọi là lăng trụ tứ giác đều. Tương tự ta cũng có lăng trụ tam giác đều, lăng trụ lục giác đều,...
5. Hình chóp đều. Hình chóp cụt đều
Hình chóp đều

Định nghĩa: Hình chóp đều là hình chóp có đáy là đa giác đều và các cạnh bên bằng nhau.

(Chú ý: Hình chóp đều có:

a) Các mặt bên là các tam giác cân tại đỉnh hình chóp và bằng nhau.

b) Đoạn thẳng nối từ đỉnh hình chóp đến tâm của đáy thì vuông góc với mặt đáy và gọi là đường cao của hình chóp.

c) Độ dài đường cao gọi là chiều cao của hình chóp đều.

                                                                         [image: image1628.png]Y




Ví dụ 7: Cho hình chóp đều S.ABC có cạnh đáy AB = a và cạnh bên SA = b (Hình vẽ). Tính độ dài đường cao SO theo a, b.
                                                  [image: image1629.png]



                                                            Giải
Ta có O là trọng tâm của tam giác đều ABC, suy ra 
[image: image1630.wmf]2a3a3

AO..

323

==


Trong tam giác SOA vuông tại O, ta có:

                 
[image: image1631.wmf]222

222

3a9b3a

SOSAAOb.

93

-

=-=-=


Hình chóp cụt đều
Định nghĩa: Phần của hình chóp đều nằm giữa đáy và một mặt phẳng song song với đáy cắt các cạnh bên của hình chóp đều được gọi là hình chóp cụt đều.

[image: image1632.png]— Céc diém 4, 4, 4,

cic dinh

~ Pa gitc 4,4,4,...4,1a day lén, da gide AAA,...4,
1 diy nhé. Déy 16n va day nho ndm trén hai mat phing
song song.





[image: image1633.png]~ Canh ciia hai da gidc day 13 canh ddy. Cac canh iy tuong tmg song song timg doi mot.

~ Cic hinh thang can A A, A4, A AAA, ... AAAA, la cac mat bén

— Canh bén ciia mét bén goi la canh bén cua hinh chép cut déu. Hinh chép cut déu cé cic
canh bén bng nhau, cic mat bén 1a nhimg hinh thang cin.

~ Doan thang ni tam hai day 13 dwdng cao. D6 dii dudmg cao la chiéu cao




Ví dụ 8: Cho hình chóp cụt tứ giác đều 
[image: image1634.wmf]''''

ABCD.ABCD

, đáy lớn ABCD có cạnh bằng a, đáy nhỏ 
[image: image1635.wmf]''''

ABCD

 có cạnh bằng b, chiều cao 
[image: image1636.wmf]'

OOh

=

 với  
[image: image1637.wmf]'

O,O

lần lượt là tâm của hai đáy.

Tính độ dài cạnh bên 
[image: image1638.wmf]'

CC

của hình chóp cụt đó.

                                                Giải
[image: image1639.png]Trong hinh thang vuéng OO'C'C. v& duong cao C'H (H € OC') |

2 02 (a—bW2
2

TachC:az ,0C'===, suym HC=

Trong tam gidc vuong CC'H, ta cd

€C'=CH +HC = i + =Y




[image: image1640.png]



BÀI TẬP
[image: image1641.png]1. Cho hinh chép SABC c6 ddy la tam gidc vudng tai C, mit bén SAC la tam gide déu va ndm
trong mét phing vudng géc véi (1BC).
1) Chimg minh ring (SBC) L (SAC).
b) Goi / la trung diém cia SC. Chimg minh ring (4B1) L (SBC).
2. Cho tam gidc déu ABC canh a, I la trung diém cua BC, D la diém déi ximg véi 4 qua I.
N s 6 3
Ve doan thing SD ¢6 d& dai bing ”T va vudng géc véi (4BC). Chimg minh ring:
a) (SBC) L (SAD): b) (S4B) L (SAC).

3. Cho hinh lang tru dimg ABCD A'B'C’'D’ ¢6 day ABCD la hinh thang vuéng tai 4 va B,
AA'=2a,AD=2a,AB=BC=a.
a) Tinh dd dai doan thang AC". b) Tinh tong dién tich cac mat cua hinh lang tru.




[image: image1642.png]4. Cho hinh hop dimg ABCD.A'B'C’'D' ¢6 day 1a hinh thoi. Cho biét AB=BD = a, A'C=2a.
a) Tinh o dai doan thing A4". b) Tinh téng dién tich céc mat cua hinh hap.

5. Cho hinh chép cut tir gide déu co canh ddy 16n bing 2a,
canh déy nho va dudng ndi tam hai ddy bing a. Tinh
40 dii canh bén vi dudng cao cia mdi mit bén.

6. Kim tu thip bing kinh tai bio ting Louvre & Paris c6
dang hinh chop tir gidc déu véi chidu cao 12 21,6 m e

va canh dy dai 34 m. Tinh d6 dai canh bén va dién tich
xung quanh cta kim tu thip. 6 /len wikipedia.org/wiki/
Louvre_Pyramid)





BÀI 4. KHOẢNG CÁCH TRONG KHÔNG GIAN
1.Khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng, đến một mặt phẳng

Định nghĩa:

Nếu H là hình chiếu vuông góc của điểm M trên đường thẳng a thì độ dài đoạn MH được gọi là khoảng cách từ M đến đường thẳng a, kí hiệu d(M, a).
Nếu h là hình chiếu vuông góc của điểm M trên mặt phẳng (P) thì độ dài đoạn MH được gọi là khoảng cách từ M đến mặt phẳng (P), kí hiệu d(M, (P)).

                  [image: image1643.png]



(Chú ý: (d(M,a) = 0 khi và chỉ khi M thuộc a;

                (d(M, (P)) = 0 khi và chỉ khi M thuộc (P).

(Nhận xét:

a) Lấy điểm N tùy ý trên đường thẳng a, ta luôn có 
[image: image1644.wmf]d(M,a)MN;

£


b) Lấy điểm N tùy ý trên mặt phẳng (P), ta luôn có 
[image: image1645.wmf]d(M,(P))MN.

£


Ví dụ 1: Cho hình chóp O.ABC có đáy là tam giác đều cạnh a và 
[image: image1646.wmf]OA(ABC)

^

. Cho biết
OA = a.

a) Tính khoảng cách từ điểm O đến mặt phẳng (ABC).

b) Tính khoảng cách từ điểm O đến đường thẳng BC.

                                                                                          [image: image1647.png]



                                       Giải

a) Ta có
[image: image1648.wmf]OA(ABC)

^

, suy ra d(O, (ABC)) = OA = a.
b) Vẽ 
[image: image1649.wmf]AHBC

^

, ta có 
[image: image1650.wmf]OHBC

^

 (Định lí ba đường vuông góc), suy ra d(O, BC) = OH.

Tam giác ABC đều có cạnh bằng a suy ra 
[image: image1651.wmf]a3

AH

2

=

.

Trong tam giác vuông OAH, ta có 
[image: image1652.wmf]2

222

3aa7

OHOAAHa.

42

=+=+=


Vậy ta có d(O, BC)
[image: image1653.wmf]a7

.

2

=


Ví dụ 2: Cho hình chóp S.ABCD với đáy ABCD là hình vuông cạnh a. Cho biết SA = a và SA vuông góc với (ABCD).

a) Tính khoảng cách từ điểm B đến (SAD);
b) Tính khoảng cách từ điểm A đến cạnh SC.

2. Khoảng cách giữa các đường thẳng và mặt phẳng song song, giữa hai mặt phẳng song song

Định nghĩa

Khoảng cách giữa hai đường thẳng song song a và b là khoảng cách từ một điểm bất kì trên a đến b, kí hiệu d(a, b).

Khoảng cách giữa đường thẳng a và mặt phẳng (P) song song với a là khoảng cách từ một điểm bất kì trên a đến (P), kí hiệu d(a, (P)).

Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song (P) và (Q) là khoảng cách từ điểm  bất kì trên (P) đến (Q), kí hiệu d((P), (Q)).
Ví dụ 3: Cho hình lập phương 
[image: image1654.wmf]''''

ABCD.ABCD

 có cạnh bằng a. Tính theo a:
a) Khoảng cách giữa đường thẳng 
[image: image1655.wmf]'

DD

 và mặt phẳng 
[image: image1656.wmf]''

(AACC);


b) Khoảng cách giữa hai mặt phẳng 
[image: image1657.wmf]''

(AADD)

 và 
[image: image1658.wmf]''

(BBCC).


Giải
a) Ta có 
[image: image1659.wmf]'''''''

DDAA,d(DD,(AACC))d(D,(AACC))

=

P

. Gọi O là tâm hình vuông ABCD.
Ta có 
[image: image1660.wmf]DOAC

^

 và 
[image: image1661.wmf]'

DOAA

^

, suy ra 
[image: image1662.wmf]''

DO(AACC)

^

. Vậy 
[image: image1663.wmf]'''''

a2

d(DD,(AACC))d(D,(AACC))DO.

2

===


b) Ta có 
[image: image1664.wmf]''''

(AADD)(BBCC)

P

suy ra 
[image: image1665.wmf](

)

(

)

''''''

d(AADD),(BBCC)dA,(BBCC)

=

.

Do 
[image: image1666.wmf]'

ABBB

^

 và 
[image: image1667.wmf]ABBC

^

, suy ra 
[image: image1668.wmf]''

AB(BBCC)

^

.
Vậy 
[image: image1669.wmf](

)

''''

d(AADD),(BBCC)ABa.

==


                                      [image: image1670.png]



3. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau
Định nghĩa

[image: image1671.png]Puong thing ¢ vira vudng goe, vira cit hai dudng thing chéo nhau
a v b duoe goi 1a diedmg vudng gbc chung ciia a vi b.

Néu dudng vuéng gée chung cia hai dirdng thing chéo nhau a vé b
céit chiing 1an luot tai /'va J thi doan 1J goi 1a doan vudng géc chung
ciaavab.

Khodng cich giiva hai diwong thing chéo nhau 13 d dii doan vuong
goc chung ciia hai dudng thing do, ki hiéu d(a, b).



[image: image1672.png]



[image: image1673.png]Chiry:

a) Khoang cich giira hai duong thing chéo nhau a va b
béng khoang céch gitta mot trong hai duong dén mét phing
song song véi n6 va chifa dudng con lai.

b) Khodng céch giita hai duéng thing chéo nhau bing
khoing céch gifra hai mat phing song song lin lugt chita
hai duong thing dé.





Ví dụ 4: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD cạnh bằng a, cạnh SA = a và vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng:
a) SB và CD;                                          b) AB và SC,

Giải
a) Ta có 
[image: image1674.wmf]BCSA

^

 và 
[image: image1675.wmf]BCAB

^

, suy ra 
[image: image1676.wmf]BCSB.

^


Mặt khác 
[image: image1677.wmf]BCCD,

^

suy ra BC là đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng SB và CD. Ta có d(SB, CD) = BC = a.

[image: image1678.png]b) Cich 1. Ta ¢6 AB L (SAD) vi SD 13 hinh chiéu vudng
goc cita SC 1én (SAD). V& AK L SD, KE I/ AB, EF I/ AK.
Taco AB L AK, AK L SD, suy ra AK L SC. Do EF // AK,
suy ra ta cing ¢6 EF L AB va EF cit AB tai F, EF L SC
va EF cit SC tai E.

Cic két qua trén chimg t6 EF 13 doan vudng géc chung
cia ABva SC.





[image: image1679.png]SD_av2

Trong tam gide SAD vuong cin tai A ta c6 AK === = £=.

Ciich 2. Ta cb mit phing (SCD) chita SC v song song v6i AB, suy ra:

d(AB, SC) = d(4B, (SCD)) =d(4, (SCD)) = AK = ==





4. Công thức tính thể tích của khối chóp, khối lăng trụ, khối hộp
(Thể tích khối hộp chữ nhật

Thể tích khối hộp chữ nhật bằng tích ba kích thước.

                    V = abc.

                              [image: image1680.png]



(Thể tích khối chóp

Thể tích khối chóp bằng một phần ba diện tích đáy nhân với chiều cao.

                          
[image: image1681.wmf]1

VSh.

3

=


                                                   [image: image1682.png]



(Thể tích khối chóp cụt đều

Công thức tính: 
[image: image1683.wmf](

)

''

1

VhSSSS

3

=++

, với h: chiều cao và 
[image: image1684.wmf]'

S,S

 là diện tích hai đáy.
(Thể tích khối lăng trụ

Thể tích khối lăng trụ bằng diện tích đáy và chiều cao
                        V= Sh.

                                [image: image1685.png]



(Chú ý: Ta gọi khối lăng trụ có cạnh bên vuông góc với đáy là khối lăng trụ đứng. Chiều dài cạnh bên a của khối lăng trụ đứng bằng chiều cao h và ta có công thức: V = S.a
                             [image: image1686.png]



Ví dụ 5: a) Tính thể tích của khối hộp chữ nhật có ba kích thước là : 6a; 4a; 3a.

b) Tính thể tích khối tứ diện đều SABC cạnh a.

c) Cho khối lăng trụ 
[image: image1687.wmf]''''

ABCD.ABCD

 có đáy là hình vuông cạnh 2a, cạnh bên 
[image: image1688.wmf]'

AA2a,

=

hình chiếu của 
[image: image1689.wmf]'

A

trên (ABCD) trùng với giao điểm O của AC và BD. Tính thể tích khối lăng trụ đó.
                                   Giải
a) Thể tích khối hộp chữ nhật bằng tích ba kích thước:

V = 6a.4a.3a = 72
[image: image1690.wmf]3

a

.

b) Gọi H là hình chiếu vuông góc của S xuống (ABC). Ta có ba tam giác vuông SHA, SHB, SHC bằng nhau, suy ra HA =HB = HC. Vậy H là tâm của tam giác đều ABC. Ta có

[image: image1864.png]



[image: image1691.wmf]a32a3

AM,AHAM,

233

===



[image: image1692.wmf]2
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3aa6

SHSAAHa.
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Khối tứ diện đều SABC có thể tích là

                
[image: image1693.wmf]23

ABC

11a3a6a2

VS.SH..

334312

===


c) Chiều cao của khối lăng trụ:

           
[image: image1694.wmf]''2222

hAOAAAO4a2aa2.

==-=-=


Thể tích khối lăng trụ: V = S.h = 
[image: image1695.wmf]23

4a.a24a2.

=


                              [image: image1696.png]



Ví dụ 6: Cắt khối chóp tam giác đều S.ABC với cạnh đáy bằng a và chiều cao 2a bởi một mặt phẳng song song với đáy và đi qua trung điểm các cạnh bên. Tính thể tích khối chóp cụt đều được tạo thành.

                                             Giải

Gọi 
[image: image1697.wmf]'''

ABC.ABC

là khối chóp cụt đều được tạo thành, O và 
[image: image1698.wmf]'

O

lần lượt là tâm của hai đáy ABC và 
[image: image1699.wmf]'''

ABC

. Ta có: Chiều cao của khối chóp cụt đều là 
[image: image1700.wmf]'

SO2a

hOOa;

22

====


Tam giác đều ABC có diện tích:  
[image: image1701.wmf]22

AB3a3

S;

44

==


Tam giác đều 
[image: image1702.wmf]'''

ABC

có cạnh
[image: image1703.wmf]''

AB

AB

2

=

nên có diện tích: 
[image: image1704.wmf]2

'
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Do đó, thể tích khối chóp cụt đều được tạo thành là :

[image: image1865.png]



[image: image1705.wmf]23

''

11SS7aS7aa37a3

Vh(SSSS)aS..

33241212448

æö

=++=++===

ç÷

èø


BÀI TẬP
[image: image1706.png]1. Cho hinh chép S ABCD, day ABCD la hinh thoi canh a ¢6 O la giao diém cua hai dudng chéo,
4BC = 60°, SO L (ABCD), SO =a~/3. Tinh khodng cich tir O dén mit phing (SCD).

2. Cho hai tam gie cin ABC va ABD ¢ dy chung AB va khong ciing nim trong mot mit phing,
a) Chimg minh ring AB L CD.
b) Xéc dinh doan vudng gée chung cita AB vi CD.

3. Chohinh chép SABCD ¢6 diy 13 hinh vudng canh a, S4 = SB=SC=SD =a~/2. Goi I, Jlin lugt
1a trung diém cua 4B v CD.
a) Chimg minh 4B L (SLJ).
b) Tinh khoang céch gitra hai duémg thing AB va SC.




[image: image1707.png]4. Cho hinh lang tru tam gidc déu ABC.A'B'C’ ¢6 AB = a, goc gitra hai mat phang (4'BC) va
(ABC) bing 60"

a) Tinh khodng cach gitia hai ddy cua hinh ling tru.
b) Tinh thé tich ciia khéi lang tru.

5. Mt cdy ciu danh cho ngudi di bo (Hinh 22) ¢6 mit
san cAu cach mat duomg 3,5 m, khodng céch tir dudng
thing a ndm trén tay vin cua cdu dén mit san cdu la
0.8 m. Goi b la duéng thing ké theo tim duéng. Tinh





     khoảng cách giữa hai đường thẳng a và b.

[image: image1708.png]6. Cho hinh hép dimg ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh bén AA4" = 2a va day ABCD la hinh thoi c6
AB=aviAC= a\f3.
a) Tinh khodng cch giira hai dudng thing BD va A"
b) Tinh thé tich ctia khéi hop.




[image: image1709.png]7. Cho hinh chép tir gidc déu S.ABCD c6 tit ca cac canh déu bang a va ¢6 O la giao diém hai
dudmg chéo cua dy.

a) Tinh khodng cch giita hai dudng thing AC va SB.
b) Tinh thé tich cita khéi chop.

8. Tinh thé tich cua khdi chop cut luc gide déu ABCDEF.A'BCD'E'F véi O va O' 1a tim hai day,

canh ddy 16n va ddy nh6 1an luot 13 a vi g 00’





BÀI 5. GÓC GIỮA ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG. GÓC NHỊ DIỆN

1. Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng

Định nghĩa

Nếu đường thẳng a vuông góc với mặt phẳng (P) thì ta nói góc giữa đường thẳng a với mặt phẳng (P) bằng 
[image: image1710.wmf]0

90

. 
Nếu đường thẳng a không vuông góc với mặt phẳng (P) thì  góc giữa đường thẳng a  và hình chiếu 
[image: image1711.wmf]'

a

 của a trên mặt phẳng (P)  gọi là góc giữa đường thẳng a và (P).

Góc giữa đường thẳng a và mặt phẳng (P) được kí hiệu là (a, (P)).

                 [image: image1712.png]



(Chú ý: a) Góc 
[image: image1713.wmf]a

 giữa đường thẳng và mặt phẳng luôn thỏa mãn 
[image: image1714.wmf]00

090

£a£

.
               b) Nếu đường thẳng a nằm trong (P) hoặc song song với (P) thì (a, (P)) = 
[image: image1715.wmf]0

0

.

[image: image1866.png]


Ví dụ 1: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA = 
[image: image1716.wmf]a6

 và vuông góc với đáy. Tính:

a) Góc giữa đường thẳng BC và (SAB);

b) Góc giữa đường thẳng BD và (SAD);

c) Góc giữa đường thẳng SC và (ABCD).

                                        Giải        

[image: image1717.png]a) Taco SA L (ABCD), suy ra BC L S4. Talai c6 BC L AB, suy ra BC L (S4B), suy ra goc
gilta dudng thing BC va (S4B) bing 90°.

b) Ta ¢6 S4 L (ABCD), suy ra BA L SA. Ta lai ¢6 BA L AD, suy ra BA L (SAD). Vay AD
1a hinh chiéu cia BD trén (SAD). Néu goi ¢ 1a goc gitra duéng thang BD va (SAD) thi
¢ =(BD, AD)= BDA =45° (vi tam gidc ABD vuéng cén tai





[image: image1718.png]) Ta c6 SA L (ABCD), suy ra AC la hinh chiéu cia SC trén (ABCD). Néu goi o' la goc
giira duémg thing SC va (ABCD) thi ¢f = (SC, CA) = SCA.
V6

= 54
Trotlg b it Scd Fuimg s 4 A Ll 577 5% 1
AC a2

VB, suy ra goc gita
dudmg thing SC va (ABCD) bang 60°.




Ví dụ 2: Cho hình lập phương 
[image: image1719.wmf]''''

ABCD.ABCD

. Tính góc giữa các đường thẳng sau đây với mặt phẳng (ABCD):
a) 
[image: image1720.wmf]'

AA

;                      b) 
[image: image1721.wmf]'

BC

;                                      c) 
[image: image1722.wmf]'

AC

.
2. Góc nhị diện và góc phẳng nhị diện
(Góc nhị diện

Định nghĩa: Cho hai mặt phẳng 
[image: image1723.wmf]1

(P)

và 
[image: image1724.wmf]1

(Q)

 có chung bờ là đường thẳng d. Hình tạo bởi 
[image: image1725.wmf]1

(P)

, 
[image: image1726.wmf]1

(Q)

 và d được gọi là góc nhị diện tạo bởi
[image: image1727.wmf]1

(P)

và 
[image: image1728.wmf]1

(Q)

, kí hiệu 
[image: image1729.wmf][

]

11

P,d,Q

.
Hai nửa mặt phẳng 
[image: image1730.wmf]1

(P)

, 
[image: image1731.wmf]1

(Q)

gọi là hai mặt của nhị diện và d gọi là cạnh của nhị diện.

                                        [image: image1732.png]



(Chú ý:a) Hai mặt phẳng cắt nhau theo giao tuyến d tạo thành bốn góc nhị diện.

               b) Góc nhị diện 
[image: image1733.wmf][

]

11

P,d,Q

còn được kí hiệu là 
[image: image1734.wmf][

]

M,d,N

, với M, N tương ứng thuộc hai nửa mặt phẳng 
[image: image1735.wmf]1

(P)

, 
[image: image1736.wmf]1

(Q)

.

(Góc phẳng nhị diện

Định nghĩa: Góc phẳng nhị diện của góc nhị diện là góc có đỉnh nằm trên cạnh của nhị diện, có hai cạnh lần lượt nằm trên hai mặt của nhị diện và vuông góc với cạnh của nhị diện.

(Chú ý                                               [image: image1737.png]2





a) Đối với một góc nhị diện, các góc phẳng nhị diện đều bằng nhau.
b) Nếu mặt phẳng (R) vuông góc với cạnh d của góc nhị diện và cắt hai mặt 
[image: image1738.wmf]1

(P)

, 
[image: image1739.wmf]1

(Q)

 của góc nhị diện theo hai nửa đường thẳng Ou và Ov thì 
[image: image1740.wmf]·

uOv

 là góc phẳng nhị diện của góc nhị diện tạo bởi 
[image: image1741.wmf]1

(P)

, 
[image: image1742.wmf]1

(Q)

.

c) Góc nhị diện có góc phẳng nhị diện là góc vuông được gọi là góc nhị diện vuông.

d) Số đo góc phẳng nhị diện được gọi là số đo góc nhị diện.

e) Số đo góc nhị diện nhận giá trị từ 
[image: image1743.wmf]0

0

 đến 
[image: image1744.wmf]0

180

.

Ví dụ 3: Cho hình lập phương 
[image: image1745.wmf]''''

ABCD.ABCD

 cạnh a. Xác định và tính góc phẳng nhị diện:
a) 
[image: image1746.wmf]'

A,BD,A

éù

ëû

;                                                       b) 
[image: image1747.wmf]'

C,BD,A

éù

ëû

.

                                                  Giải
[image: image1867.png]


a) Gọi O là tâm của hình vuông ABCD. Ta có 
[image: image1748.wmf]OABD

^

 và 
[image: image1749.wmf]'

OABD

^

, suy ra 
[image: image1750.wmf]·

'

AOA

 là góc phẳng nhị diện 
[image: image1751.wmf]'

A,BD,A

éù

ëû

.

Trong tam giác 
[image: image1752.wmf]'

AOA

 vuông tại A, ta có:


[image: image1753.wmf]·

·

'

''0

AAa

tanAOA2AOA54,7.

AO

a2

2

===Þ»


b) Ta có: 
[image: image1754.wmf]OCBD

^

 và 
[image: image1755.wmf]'

OABD

^

, suy ra


[image: image1756.wmf]·

'

AOC

là góc phẳng nhị diện 
[image: image1757.wmf]'

C,BD,A

éù

ëû

. Ta có 
[image: image1758.wmf]·

·

'0'0

AOC180AOA125,3.

=-»


Ví dụ 4: Cho hình chóp tứ giác S.ABCD với O là tâm của đáy và có tất cả các cạnh đều bằng a. Xác định và tính góc phẳng nhị diện:

a) 
[image: image1759.wmf][

]

S,BC,O;

                                            b) 
[image: image1760.wmf][

]

C,SO,B.


BÀI TẬP
Bài 1: Cho tứ diện đều ABCD. Vẽ hình bình hành BCED.

a) Tìm góc giữa đường thẳng AB và (BCD).

b) Tìm góc phẳng nhị diện 
[image: image1761.wmf][

]

[

]

A,CD,B;A,CD,E.


Bài 2: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có O là tâm của đáy và có tất các cạnh bằng nhau. 

a) Tìm góc giữa đường thẳng SA và (ABCD);

b) Tìm góc phẳng nhị diện 
[image: image1762.wmf][

]

[

]

A,SO,B;S,AB,O.


Bài 3: Cho hình chóp cụt lục giác đều 
[image: image1763.wmf]''''''

ABCDEF.ABCDEF

 với O và 
[image: image1764.wmf]'

O

 là tâm hai đáy, cạnh đáy lớn và đáy nhỏ lần lượt là a và 
[image: image1765.wmf]'

a

,OOa.

2

=


a) Tìm góc giữa cạnh bên và mặt đáy.

b) Tìm góc phẳng nhị diện 
[image: image1766.wmf]''''

O,AB,A;O,AB,A.

éùéù

ëûëû


[image: image1868.png]


Bài 4: Một con dốc có dạng hình lăng trụ đứng tam giác với kích thước (Hình vẽ)

a) Tính số đo góc giữa đường thẳng 
[image: image1767.wmf]'

CA

 và 
[image: image1768.wmf](

)

''

CCBB.


b) Tính số đo góc nhị diện cạnh 
[image: image1769.wmf]'

CC.


Bài 5: Người ta định đào một cái hầm có dạng hình chóp cụt tứ giác đều có hai cạnh đáy là 14m và 10m. Mặt bên tạo với đáy nhỏ thành một góc nhị diện có số đo bằng 
[image: image1770.wmf]0

135.

 Tính số mét khối đất cần phải di chuyển ra khỏi hầm.
                                                      [image: image1771.png]



(BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG VIII

Bài 1: Cho hình vuông ABCD và tam giác đều SAB cạnh a nằm trong hai mặt phẳng vuông góc với nhau. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và AD.
a) Chứng minh rằng 
[image: image1772.wmf](

)

SMD(SNC).

^


b) Tính khoảng cách từ M đến mặt phẳng (SNC).

Bài 2: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, 
[image: image1773.wmf]SA(ABCD)

^

 và SA = a. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của SB, SC và SD. Tính khoảng cách giữa AM và NP.

Bài 3: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và D; AB =AD =2a; CD =a; số đo góc nhị diện 
[image: image1774.wmf][

]

S,BC,A

 bằng 
[image: image1775.wmf]0

60.

 Gọi I là trung điểm của cạnh AD. Biết hai mặt phẳng (SBI) và (SCI) cùng vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Tính thể tích khối chóp S.ABCD theo a.
Bài 4: Một chân cột bằng gang có dạng hình chóp cụt tứ giác đều có cạnh đáy lớn bằng 2a, cạnh đáy nhỏ bằng a, chiều cao h = 2a và bán kính đáy phần trụ rỗng bên trong bằng 
[image: image1776.wmf]a

.

2


a) Tìm góc phẳng nhị diện tạo bởi mặt bên và mặt đáy;
b) Tính thể tích chân cột nói trên theo a.

Bài 5: Cho hình hộp
[image: image1777.wmf]''''

ABCD.ABCD

có cạnh bên 
[image: image1778.wmf]'

AAa,

=

đáy ABCD là hình thoi có AB = BD = a. Hình chiếu vuông góc của 
[image: image1779.wmf]'

A

lên mặt đáy trùng với điểm O là giao điểm hai đường chéo của đáy. Tính thể tích của khối hộp.

CHƯƠNG IX. XÁC SUẤT

( Mục tiêu:

Sau khi học xong chương này, sinh viên có thể:

-Nhận biết được một số khái niệm về xác suất cổ điển: hợp và giao các biến cố; biến cố độc lập;

-Tính được xác suất của biến cố hợp bằng cách sử dụng công thức cộng;

- Tính được xác suất của biến cố giao bằng cách sử dụng công thức nhân (cho trường hợp biến cố độc lập);
- Tính được được xác suất của biến cố trong một số bài toán đơn giản bằng phương pháp tổ hợp.

- Tính được được xác suất của biến cố trong một số bài toán đơn giản bằng phương pháp sơ đồ hình cây.

BÀI 1. BIẾN CỐ GIAO VÀ QUY TẮC NHÂN XÁC SUẤT
1. Biến cố giao
[image: image1780.png]Cho hai bién c6 4 va B. Bién c6 “Ca 4 va B cing xay ra”, ki hiéu 4B hodc @
A~ B duoc goi la bién 6 giao cia A va B. i 5




(Chú ý: Tập hợp mô tả biến cố AB là giao của hai tập hợp mô tả biến cố A và biến cố B. Biến cố AB xảy ra khi và chỉ khi cả hai biến cố A và B xảy ra.

Ví dụ 1: Gieo hai con xúc xắc cân đối và đồng chất. Gọi A là biến cố “Tổng số chấm xuất hiện trên hai con xúc xắc bằng 5”, B là biến cố “Tích số chấm xuất hiện trên hai con xúc xắc bằng 6”,  C là biến cố “ Có ít nhất một con xúc xắc xuất hiện mặt một chấm”. Hãy viết tập hợp mô tả các biến cố giao AC và BC.

                                                Giải
[image: image1781.png]Biénch C





Kết hợp tập hợp mô tả biến cố A, B, ta có biến cố AC = 
[image: image1782.wmf]{

}

(1;4);(4;1);

 biến cố BC =
[image: image1783.wmf]{

}

(1;6);(6;1);


2. Hai biến cố xung khắc
Hai biến cố A và B được gọi là xung khắc nếu A và B không đồng thời xảy ra.
                                                        [image: image1784.png]



( Chú ý: Hai biến cố A và B là xung khắc khi và chỉ khi 
[image: image1785.wmf]AB

Ç=Æ

.

Ví dụ 2: Một hộp có 5 viên bi xanh, 4 viên bi đỏ và 2 viên bi vàng. Lấy ra ngẫu nhiên đồng thời 2 viên bi từ hộp. Hãy xác định các cặp biến cố xung khắc trong các biến cố sau:

[image: image1786.png]A: “Hai vién bi lay ra cing mau xanh”;

‘Hai vién bi ldy ra ciing mau d6”;

: “Hai vién bi ldy ra cing mau’;

D: “Hai vién bi ldy ra khic mau”.

Gii
Ta c6 hai bién cb A va B xung khic.
Bién ¢é C xdy ra khi ldy ra 2 vién bi xanh hoac 2 vién bi d6 hodc 2 vién bi vang. Khi
ldy duoc 2 vién bi mau xanh thi bién ¢b 4 va bién ¢b C cing xay ra. Khi liy duge
2 vién bi mau do thi bién ¢é B va bién cd C cing xay ra. Do do bién ¢é C khong
xung khic véi bién ¢b A va bién cb B.

Bién c6 D xay rakhi Iy ra 1 vién bixanh, I vién bi do; hodc 1 vién bi xanh, 1 vién bi vang;
hodc 1 vién bi do, 1 vién bi vang. Do do bién cb D xung khic véi bién ¢ A, xung khic
v6i bién cb B va xung khic véi bién cb C.

Viy c6 4 cap bién cb xung khic 1a: 4 va B; A va vaD; CvaD.




3. Biến cố độc lập

Hai biến cố A và B được gọi là độc lập nếu việc xảy ra hay không xảy ra của biến cố này không làm ảnh hưởng tới xác suất xảy ra của biến cố kia.

(Nhận xét:  Nếu hai biến cố A và B độc lập thì 
[image: image1787.wmf]A

 và B; A và 
[image: image1788.wmf]B

, 
[image: image1789.wmf]A

 và 
[image: image1790.wmf]B

 độc lập.

Ví dụ 3: Trong hộp có 1 quả bóng xanh, 1 quả bóng đỏ, 1 quả bóng vàng. Lấy ra ngẫu nhiên 1 quả bóng, xem màu rồi trả lại hộp. Lặp lại phép thử trên hai lần và gọi 
[image: image1791.wmf]k

A

là biến cố quả bóng lấy ra lần thứ k là bóng xanh (k=1,2).

a) 
[image: image1792.wmf]12

A,A

có là các biến cố độc lập không? Tại sao?
b) Nếu trong mỗi phép thử trên ta không trả bóng lại hộp thì 
[image: image1793.wmf]12

A,A

có là các biến cố 
độc lập không? Tại sao?
                                           Giải
a) Nếu
[image: image1794.wmf]1

A

 xảy ra thì sau khi trả lại quả bóng thứ nhất vào hộp, trong hộp có 1 quả bóng xanh, 1 quả bóng đỏ và 1 quả bóng vàng, do đó xác suất xảy ra 
[image: image1795.wmf]2

A

là 
[image: image1796.wmf]1

.

3


4. Quy tắc nhân xác suất của hai biến cố độc lập
Nếu hai biến cố A và B độc lập thì 
[image: image1797.wmf]P(AB)P(A)P(B)

=

.
(Chú ý: Nếu 
[image: image1798.wmf]P(AB)P(A)P(B)

¹

 thì hai biến cố A và B không độc lập.

Ví dụ 4: Cho A và B là hai biến cố độc lập. Biết P(A)=0,6 và P(B) =0,8. Hãy tính xác suất của các biến cố AB, 
[image: image1799.wmf]AB

 và 
[image: image1800.wmf]AB

.

                                             Giải
Do A và B là hai biến cố độc lập nên
P(AB) = P(A)P(B)= 0,48.

Vì 
[image: image1801.wmf]A

 là biến cố đối của A nên 
[image: image1802.wmf](

)

PA1P(A)0,4.

=-=

 Do 
[image: image1803.wmf]A

 và B độc lập nên 

[image: image1804.wmf](

)

PABP(A)P(B)0,32.

==


Vì 
[image: image1805.wmf]B

 là biến cố đối của B nên 
[image: image1806.wmf](

)

PB1P(B)0,2.

=-=

 Do 
[image: image1807.wmf]A

 và  
[image: image1808.wmf]B

độc lập nên 


[image: image1809.wmf](

)
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Ví dụ 5: Hai bệnh nhân X và Y bị nhiễm vi rút SARS–CoV-2. Biết rằng xác suất bị biến chứng nặng của bệnh nhân X là 0,1 và của bệnh nhân Y là o,2. Khả năng bị biến chứng nặng của hai bệnh nhân là độc lập.

Hãy tính xác suất của các biến cố:

a) “Cả hai bệnh nhân đều bị biến chứng nặng”;

b) “Cả hai bệnh nhân đều không bị biến chứng nặng”;

c) “ Bệnh nhân X bị biến chứng nặng, bệnh nhân Y không bị biến chứng nặng”;

                                            Giải

Gọi A là biến cố “ Bệnh nhân X bị biến chứng nặng”. Ta có P(A) = 0,1 và 
[image: image1810.wmf]P(A)0,9.

=


Gọi B là biến cố “ Bệnh nhân Y bị biến chứng nặng”. Ta có P(B) = 0,2 và 
[image: image1811.wmf]P(B)0,8.

=


a) Ta thấy A và B là hai biến cố độc lập nên xác suất cả hai bệnh nhân đều bị biến chứng nặng là 

     P(AB) = P(A)P(B) = 0,02.

b) Do 
[image: image1812.wmf]A

 và 
[image: image1813.wmf]B

 độc lập nên xác suất cả hai bệnh nhân không bị biến chứng nặng là


[image: image1814.wmf](
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c) Do A và 
[image: image1815.wmf]B

 độc lập nên xác suất bệnh nhân X bị biến chứng nặng, bệnh nhân Y không bị biến chứng nặng là 

 
[image: image1816.wmf](
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Ta cũng có thể giải bài toán trên bằng cách sử dụng sơ đồ hình cây như sau:
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BÀI TẬP
Bài 1: Hộp thứ nhất chứa 3 tấm thẻ cùng loại được đánh số lần lượt từ 1 đến 3. Hộp thứ hai chứa 5 tấm thẻ cùng loại được đánh số lần lượt từ 1 đến 5. Lấy ra ngẫu nhiên từ mỗi hộp 1 thẻ. Gọi A là biến cố “Tổng các số ghi trên 2 thẻ bằng 6”, B là biến cố “Tích các số ghi trên 2 thẻ là số lẻ”.
a) Hãy viết tập hợp mô tả biến cố AB và tính P(AB).

b) Hãy tìm một biến cố khác rỗng và xung khắc với cả hai biến cố A và B.

Bài 2: Một hộp chứa 21 tấm thẻ cùng loại được đánh số từ 1 đến 21. Chọn ra ngẫu nhiên 1 thẻ từ hộp. Gọi A là biến cố “Số ghi trên thẻ được chọn chia hết cho 2”, B là biến cố “Số ghi trên thẻ được chọn chia hết cho 3”.
a) Hãy mô tả bằng lời biến cố AB.

b) Hai biến cố A và B có độc lập không? Tại sao?

Bài 3: Cho A và B là hai biến cố độc lập.

a) Biết P(A) = 0,7 và P(B) = 0,2. Hãy tính xác suất của các biến cố AB, 
[image: image1818.wmf]AB

 và 
[image: image1819.wmf]AB

.

b) Biết P(A) = 0,5 và P(AB) = 0,3. Hãy tính xác suất của các biến cố B, 
[image: image1820.wmf]AB

 và 
[image: image1821.wmf]AB

.

Bài 4: Một xạ thủ bắn lần lượt 2 viên đạn vào một tấm bia. Xác suất trúng đích của viên thứ nhất và thứ hai lần lượt là 0,9 và 0,6. Biết rằng kết quả các lần bắn là độc lập với nhau. Tính xác suất của các biến cố sau bằng cách sử dụng sơ đồ hình cây:

a) “ Cả hai lần bắn đều trúng đích”;

b) “ Cả hai lần bắn đều không trúng đích”;

c) “Lần bắn thứ nhất trúng đích, lần bắn thứ hai không trúng đích”.

Bài 5: Một bệnh truyền nhiễm có xác suất truyền bệnh là 0,8 nếu tiếp xúc với người bệnh mà không đeo khẩu trang; là 0,1 nếu tiếp xúc với người bệnh mà có đeo khẩu trang. Anh Lâm tiếp xúc với  1 người bệnh hai lần, trong đó có một lần đeo khẩu trang và một lần không đeo khẩu trang. Tính xác suất anh Lâm bị lây bệnh từ người bệnh mà anh tiếp xúc đó.
BÀI 2. BIẾN CỐ HỢP VÀ QUY TẮC CỘNG XÁC SUẤT
1. Biến cố hợp
Cho hai biến cố A và B . Biến cố “ A hoặc B xảy ra”, kí hiệu là 
[image: image1822.wmf]AB,

È

được gọi là biến cố hợp của A và B.

                                                                                              [image: image1823.png]



(Chú ý: Biến cố 
[image: image1824.wmf]AB

È

xảy ra khi có ít nhất một trong hai biến cố A và B xảy ra. Tập hợp mô tả biến cố 
[image: image1825.wmf]AB

È

là hợp của hai tập hợp mô tả biến cố A và biến cố B.

Ví dụ 1: Một hộp chứa 5 viên bi xanh và 3 viên bi đỏ có cùng kích thước và khối lượng. Lấy ra ngẫu nhiên đồng thời 2 viên bi từ hộp. Gọi A là biến cố “Hai viên bi lấy ra đều có màu xanh”, B là biến cố “Hai viên bi lấy ra đều có màu đỏ”.

a) Có bao nhiêu kết quả thuận lợi cho biến cố A? Có bao nhiêu kết quả thuận lợi cho biến cố B?
b) Hãy mô tả bằng lời biến cố 
[image: image1826.wmf]AB

È

và tính số kết quả thuận lợi cho biến cố 
[image: image1827.wmf]AB

È

.

                                             Giải
a) Số kết quả thuận lợi cho biến cố A là 
[image: image1828.wmf]2
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   Số kết quả thuận lợi cho biến cố B là 
[image: image1829.wmf]2
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b) 
[image: image1830.wmf]AB

È

là biến cố “Hai viên bi lấy ra có cùng màu”. Số kết quả thuận lợi cho biến cố 


[image: image1831.wmf]AB

È

là 
[image: image1832.wmf]22
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.

Ví dụ 2: Thực hiện hai thí nghiệm. Gọi 
[image: image1833.wmf]1

T

 và 
[image: image1834.wmf]2

T

 lần lượt là các biến cố “Thí nghiệm thứ nhất thành công” và “Thí nghiệm thứ hai thành công”. Hãy biểu diễn các biến cố sau theo hai biến cố 
[image: image1835.wmf]1

T

 và 
[image: image1836.wmf]2

T

.
a) A: “ Có ít nhất một trong hai thí nghiệm thành công”.

b) B: “Có đúng một trong hai thí nghiệm thành công”.

                                          Giải
a) 
[image: image1837.wmf]12
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                                                b) 
[image: image1838.wmf]1212
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Ví dụ 3: Một lớp học có 15 học sinh nam và 17 học sinh nữ. Chọn ra ngẫu nhiên 3 học sinh của lớp. Gọi A là biến cố “ Cả 3 học sinh được chọn đều là nữ”, B là biến cố “Có 2 học sinh nữ trong 3 học sinh được chọn”.

a) Có bao nhiêu kết quả thuận lợi cho biến cố A? Có bao nhiêu kết quả thuận lợi cho biến cố B?

b) Hãy mô tả bằng lời biến cố 
[image: image1839.wmf]AB

È

và tính số kết quả thuận lợi cho biến cố 
[image: image1840.wmf]AB

È

.
2. Quy tắc cộng xác suất
(Quy tắc cộng cho hai biến cố xung khắc

Cho hai biến cố xung khắc A và B. Khi đó

               
[image: image1841.wmf]P(AB)P(A)P(B)

È=+


Ví dụ 4: Một đội tình nguyện gồm 9 học sinh khối 10 và 7 học sinh khối 11. Chọn ra ngẫu nhiên 3 người trong đội. Tính xác suất của biến cố “ Cả 3 người được chọn học cùng một khối”.

                                                  Giải
Gọi A là biến cố “Cả 3 học sinh được chọn đều thuộc khối 10” và B là biến cố “Cả 3 học sinh được chọn đều thuộc khối 11”. Khi đó 
[image: image1842.wmf]AB

È

là biến cố “Cả 3 người được chọn học cùng một khối”. Do A và B là hai biến cố xung khắc nên 
[image: image1843.wmf]P(AB)P(A)P(B)
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.

Ta thấy 
[image: image1844.wmf]3
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 và 
[image: image1845.wmf]3

7

3

16

C

P(B)

C

=

 nên 
[image: image1846.wmf]33
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.
(Quy tắc cộng cho hai biến cố bất kì

Cho hai biến cố  A và B. Khi đó

               
[image: image1847.wmf]P(AB)P(A)P(B)P(AB)
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Ví dụ 5: Một hộp chứa 100 tấm thẻ cùng loại được đánh số lần lượt từ 1 đến 100. Chọn ngẫu nhiên 1 thẻ từ hộp. Tính xác suất của biến cố “Số ghi trên thẻ được chọn chia hết cho 3 hoặc 5”.

                                                                Giải
Gọi A là biến cố “Số ghi trên thẻ được chọn chia hết cho 3” và B là biến cố “Số ghi trên thẻ được chọn chia hết cho 5”.

[image: image1848.wmf]AB

È

 là biến cố “Số ghi trên thẻ được chọn chia hết cho 3 hoặc 5”.

Từ 1 đến 100 có 33 số chia hết cho 3 nên 
[image: image1849.wmf]33
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100

==


Từ 1 đến 100 có 20 số chia hết cho 5 nên 
[image: image1850.wmf]20

P(B)0,2.

100

==


Một số chia hết cho cả 3 và 5 khi nó chia hết cho 15. Từ 1 đến 100 có 6 số chia hết cho 15 nên 
[image: image1851.wmf]6
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Vậy 
[image: image1852.wmf]P(AB)P(A)P(B)P(AB)0,330,20,060,47.
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BÀI TẬP
Bài 1: Một hộp chứa 5 quả bóng xanh, 6 quả bóng đỏ và 2 quả bóng vàng có cùng kích thước và khối lượng. Chọn ra ngẫu nhiên từ hộp 3 quả bóng. Tính xác suất của các biến cố:

a) “Cả 3 quả bóng lấy ra cùng màu”;

b) “Có ít nhất 2 quả bóng xanh trong 3 quả bóng lấy ra”.

Bài 2: Trên đường đi từ Hà Nội về thăm Đền Hùng ở Phú Thọ ,  Bình, Minh và 5 bạn khác ngồi vào 7 chiếc ghế trên một xe ôtô 7 chỗ. Khi xe quay lại Hà Nội, mỗi bạn lại chọn ngồi ngẫu nhiên một ghế. Tính xác suất của biến cố “ Có ít nhất một trong hai bạn Bình và Minh vẫn ngồi đúng ghế cũ của mình”.
Bài 3: Cho hai biến cố A và B độc lập với nhau.

a) Biết P(A) = 0,3 và P(AB) = 0,2. Tính xác suất của biến cố 
[image: image1853.wmf]AB

È

.

b) Biết P(B) = 0,5 và 
[image: image1854.wmf]P(AB)0,7.

È=

 Tính xác suất của biến cố A.

Bài 4: Lan gieo một đồng xu không cân đối 3 lần độc lập với nhau. Biết xác suất xuất hiện mặt sấp trong mỗi lần gieo đều bằng 0,4. Sử dụng sơ đồ hình cây, tính xác suất của biến cố “Có đúng 1 lần gieo được mặt sấp trong 3 lần gieo”.

Bài 5: Một hộp chứa 50 tấm thẻ cùng loại được đánh số lần lượt từ 1 đến 50. Lấy ra ngẫu nhiên đồng thời 2 thẻ từ hộp. Tính xác suất của các biến cố:
a) A: “ Tổng các số ghi trên 2 thẻ lấy ra là số chẵn”;
b) B: “Tích các số ghi trên 2 thẻ lấy ra chia hết cho 4”.

(BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG IX

Bài 1: Cho A và B là hai biến cố thỏa mãn P(A) = 0,5; P(B) = 0,7 và 
[image: image1855.wmf]P(AB)0,8.

È=


a) Tính xác suất của các biến cố AB, 
[image: image1856.wmf]AB

 và 
[image: image1857.wmf]AB

.

b) Hai biến cố A và B có độc lập hay không?

Bài 2: Vệ tinh A lần lượt truyền một tin đến vệ tinh B cho đến khi vệ tinh B phản hồi là đã nhận được. Biết khả năng vệ tinh B phản hồi đã nhận được tin ở mỗi lần A gửi là độc lập với nhau và xác suất phản hồi mỗi lần đều là 0,4. Sử dụng sơ đồ hình cây, tính xác suất vệ tinh A phải gửi tin không quá 3 lần.
Bài 3: Gieo 2 con xúc xắc cân đối và đồng chất. Tính xác suất của biến cố “Tích số chấm xuất hiện trên hai con xúc xắc chia hết cho 6”.

Bài 4: Một hộp có 5 quả bóng xanh, 6 quả bóng đỏ và 4 quả bóng vàng có kích thước và khối lượng như nhau. Chọn ra ngẫu nhiên từ hộp 4 quả bóng. Tính xác suất của các biến cố:
A: “Cả 4 quả bóng lấy ra có cùng màu”;

B: “Trong 4 bóng lấy ra có đủ 3 màu”.
Bài 5: Cường, Trọng và 6 bạn nữ xếp ngẫu nhiên thành một hàng ngang để chụp ảnh. Tính xác suất của biến cố “Có ít nhất một trong hai bạn Cường và Trọng đứng ở đầu hàng”.

Bài 6: Chọn ngẫu nhiên 3 trong số 24 đỉnh của một đa giác đều 24 cạnh. Tính xác suất của biến cố “3 đỉnh được chọn là 3 đỉnh của một tam giác cân hoặc một tam giác vuông”.

Bài 7: Chọn ngẫu nhiên một số từ tập hợp các số tự nhiên có 3 chữ số. Tính xã suất của các biến cố:

A: “Số được chọn chia hết cho 2 hoặc 7”;

B: “Số được chọn có tổng các chữ số là số chẵn”
[image: image1858.png]
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